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要旨

レイリー・ベナール対流における熱輸送とレイリー数との間の関係について,理
論的,数値実験的に研究を行った.まず Herring (1963)に従って自己相互作用的摂
動を無視して簡単化された支配方程式系を用いてレイリー・ベナール対流の数値
シミュレーションを行い,ヌッセルト数N とレイリー数Rとの間の関係を調べた.
R = 4 × 103からR = 106の範囲において調べたところ, Herring (1963)において
主張されているN ∼ R

1
3 の関係を再現した.次に Herring (1963)で無視されてい

た項の効果を調べるため 2次元 Boussinesq流体の支配方程式系の直接数値シミュ
レーションを行った.その結果,流れの水平領域が鉛直領域に比べて十分広い場合,
R > 105 の範囲で N ∼ R

1
3 の関係を満たさないことが分かった.このことから

Herring (1963)で行われた方程式系の簡単化は系の水平スケールを無視するという
点において再考の余地があると言えることが分かった.さらに, N とRの間の 2つ
のスケーリング則N ∼ R

1
3 とN ∼ R

2
7 を導く議論について述べた.
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第1章 はじめに

大気や海洋の現象を記述する上で対流現象について考えることは非常に重要で
ある.対流の最も一般的な例として熱対流が挙げられる *1 .熱対流とは鉛直方向,水
平方向に限らず流体が空間的な温度勾配を持つことによって生じる不安定を解消
するために運動を行う現象のことである.熱対流の研究のとしてベナール (Benard)
が 1900年に行った実験が有名である.ベナールは薄い高粘性の流体層の下面を一
様に加熱することによって対流が生じた際,六角形状のセルが形成されることを
発見した.このセルは今日ではベナールセルと呼ばれている.ベナールが行った実
験は 1916年にレイリー (Rayleigh)によって理論的な考察が行われ,数理モデルに
よって記述することが可能となった.このモデルの重要な前提として,方程式系が
Boussinesq系であること,上下の境界面の温度が時間的に一定・空間的に一様であ
ることである.以上の経緯からレイリーのモデルで記述された対流はベナール対流,
もしくはレイリー・ベナール対流と呼ばれている.上で述べたようにベナール対流
は 100年以上の歴史を持つ古典的な問題であるが,現在でもさらに複雑な問題を考
えるための例題として研究はさかんに行われている.

対流現象において,ヌッセルト数N とレイリー数Rの関係が重要である.本論文
では対流問題を研究するための第一歩としてレイリー・ベナール対流における熱
輸送とレイリー数の関係について考察する.この関係はHerring (1963)が数値実験
によって示しており, R > 3000においてN ∼ R

1
3 という関係が得られている.その

ためまずHerring (1963)の再現実験を行う.ここでHerring (1963)の数値実験は簡
単化された支配方程式を用いて行われた.そこでレイリー・ベナール対流の支配方
程式を簡単化を行わずに解くことでHerring (1963)中で行われた支配方程式系の
簡単化が引き起こす影響について考察する.

本論文の構成は以下の通りである. 2章ではベナール対流を研究するための支配
方程式系である Boussinesq方程式系についてまとめる. 3章では Herring (1963)
で使用された支配方程式系と簡単化を行わない場合の支配方程式系の導出を行う.
4章ではHerring (1963)における支配方程式の特徴について述べる. 5章では導出
された支配方程式系を用いた数値シミュレーションの概要と結果を示し,そしてス

*1 熱対流の他に,組成分布の偏りによる対流や力学的な仕事による対流が挙げられる.

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)



卒業研究 はじめに 5

ケーリング則を用いたヌッセルト数とレイリー数の関係についてまとめる. 6章で
は結論を述べる.
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第2章 Boussinesq方程式系

ベナール対流を研究するための支配方程式系であるBoussinesq方程式系につい
て述べる.はじめに流体力学の基礎方程式系からBoussinesq方程式系を導出し,続
いてHerring (1963)の再現実験を行うために必要な方程式系の無次元化を行う.

2.1 Boussinesq方程式系の導出

流体力学の基礎方程式にBoussinesq近似を適用して方程式系を簡略化する. Bous-
sisesq近似では二つの仮定;
1. 非圧縮 (密度が圧力によって変化しない)
2. 基準状態からの摂動が微小である (摂動の 2次以上の項は無視する)
を用いている.

2.1.1 状態方程式

状態方程式の一般的な表式は

ρ = ρ(p, T ) (2.1.1)

である.ここで, ρは密度, pは圧力, T は温度である.そしてそれぞれの物理量につ
いて,基準状態での値に添字 R,基準状態からの摂動に添字プライムをつけて表現
することにする.密度を基準状態のまわりでテイラー展開すると,

ρ(p, T ) = ρ(pR, TR)+

(
∂ρ

∂p

)
T

(p−pR)+
(
∂ρ

∂T

)
p

(T −TR)+O((p−pR)2, (T −TR)2)

(2.1.2)
と書ける.ここで, ρ(pR, TR) ≡ ρRとおく.また,各物理量を基準状態の値と摂動の
値に分けて

ρ = ρR + ρ′ p = pR + p′ T = TR + T ′ (2.1.3a,b,c)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)



卒業研究 Boussinesq方程式の導出 7

と書く.このとき (2.1.2)は

ρ′ =

(
∂ρ

∂p

)
T

p′ +

(
∂ρ

∂T

)
p

T ′ +O((p− pR)
2, (T − TR)

2) (2.1.4)

と書き換えることができる.ここで (2.1.4)の第一項は,非圧縮であるというBoussi-
nesq近似の仮定から消去される.また微小量の二次以上の項は無視する.このとき
(2.1.4)は

ρ′ =

(
∂ρ

∂T

)
p

T ′ (2.1.5)

と書ける.また,ここで体膨張率 αを

α ≡ − 1

ρR

(
∂ρ

∂T

)
p

(2.1.6)

と定義すると
ρ′ = −αρRT ′ (2.1.7)

と書ける.この式がBoussinesq流体における状態方程式である.

2.1.2 連続の式

連続の式の一般的な表式は

Dρ

Dt
+ ρ∇ · v = 0 (2.1.8)

である.ここで vは速度である. (2.1.8)に非圧縮の仮定を用いると,

∇ · v = 0 (2.1.9)

となる.この式がBoussinesq流体における連続の式である.

2.1.3 運動方程式

非圧縮性を仮定したNewton流体における運動方程式は

∂v

∂t
+ v · ∇v = −1

ρ
∇p+ ν∇2v − gk (2.1.10)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)
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である.ここで νは動粘性係数, gは重力加速度, kは鉛直方向上向きの単位ベクト
ルである.水平方向に一様な基準状態を考え,基準状態はさらに静止した定常状態
であるとする.このとき (2.1.10)において v = 0とすると,

0 = − 1

ρR
∇pR − gk (2.1.11)

となり,これは静水圧平衡の関係式である.

次に (2.1.10)の ρ, pを基準状態と摂動に分けて表す.このとき右辺第 1項は

−1

ρ
∇p = − 1

ρR + ρ′
∇(pR + p′)

=
1

ρR

(
1 +

ρ′

ρR

)−1

∇(pR + p′)

=
1

ρR

(
1− ρ′

ρR
+ · · ·

)
∇(pR + p′)

≃ − 1

ρR
∇pR − 1

ρR
∇p′ + ρ′

ρR

(
1

ρR
∇pR

)
+
ρ′

ρR

(
1

ρR
∇p′
)

≃ − 1

ρR
∇pR − 1

ρR
∇p′ + ρ′

ρR

(
1

ρR
∇pR

)
(2.1.12)

と書ける.ここで熱力学量の摂動が微小であるという仮定から摂動の 2次以上の項
を近似的に無視した. (2.1.10)に (2.1.12)を代入すると,

∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇pR − 1

ρR
∇p′ + ρ′

ρR

(
1

ρR
∇pR

)
+ ν∇2v − gk (2.1.13)

と書ける.そして (2.1.13)に静水圧平衡の関係式 (2.1.11)と状態方程式 (2.1.7)を代
入すると,

∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇p′ + ρ′

ρR

(
1

ρR
∇pR

)
+ ν∇2v

⇐⇒ ∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇p′ + ν∇2v − ρ′

ρR
gk

⇐⇒ ∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇p′ + ν∇2v + αgT ′k. (2.1.14)

この式がBoussinesq流体における運動方程式である.

2.1.4 熱力学方程式

一般的に熱力学方程式は

cv
DT

Dt
+ p

D

Dt

(
1

ρ

)
= J̇ + κ∇2T (2.1.15)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)
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と書く.ここで cvは定積比熱, Jは単位質量あたりの流体の加熱量, κは熱伝導係数
である.今,断熱系 (J̇ = 0)を考える.水平方向に一様な基準状態を考え,再び基準状
態は静止した定常状態であるとする.このとき基準状態の熱力学方程式は (2.1.15)
より

0 = κ∇2TR　 = κ
d2TR
dz2

(2.1.16)

である. これを TRについて解くと TRは zの一次関数の形で

TR = T0 − Γz (2.1.17)

と書くことができる.水平方向一様な場を考えているので,空間微分は z成分のみ
が残る.ここで T0は基準状態の基準点における温度, Γは温度減率である.

次に断熱系において (2.1.15)を基準状態とそこからの摂動に分けて表すと,

cv

[
∂

∂t
(TR + T ′) + v · ∇(TR + T ′)

]
− p

ρ2
Dρ

Dt
= κ∇2(TR + T ′)

⇐⇒ cv

[
∂

∂t
(T ′) + w

dTR
dz

+ v · ∇T ′
]
= κ∇2T ′

⇐⇒ ∂T ′

∂t
− Γw + v · ∇T ′ =

κ

cv
∇2T ′ (2.1.18)

と書ける. 式変形の途中で流体が非圧縮である仮定と (2.1.17) を用いた. 最後に
(2.1.18)の右辺の κ/cvを改めて κと置きなおした式

∂T ′

∂t
+ v · ∇T ′ − Γw = κ∇2T ′ (2.1.19)

がBoussinesq流体における熱力学方程式である.

以上で流体力学の基礎方程式を Boussinesq近似した方程式系 (2.1.9), (2.1.14),
(2.1.19)が導かれた.

2.1.5 Boussinesq流体の支配方程式系 (まとめ)

この節で導出されたBoussinesq方程式系についてまとめる:

∇ · v = 0, (2.1.9)
∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇p′ + ν∇2v − αgT ′k, (2.1.14)

∂T ′

∂t
+ v · ∇T ′ − Γw = κ∇2T ′. (2.1.19)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)
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2.2 Boussinesq方程式系の無次元化

Boussinesq近似によって得られた方程式系 (2.1.9), (2.1.14), (2.1.19)を無次元化
する.

上記の方程式系中の変数をそれぞれ

(x, y, z) = d(x∗, y∗, z∗) or r = d r∗ (2.2.1)

t =
d2

κ
t∗ (2.2.2)

(u, v, w) =
κ

d
(u∗, v∗, w∗) or v =

κ

d
v∗ (2.2.3)

T ′ = Γd T ∗ (2.2.4)

のように代表的なスケール d, κ,Γと無次元変数 (上付き添字*)に分けて表記する.
ここで (u, v, w)はそれぞれ速度の (x, y, z)成分である.

2.2.1 連続の式の無次元化

(2.1.9)を代表的スケールと無次元変数に分解すると,

1

d

κ

d
∇∗ · v = 0 (2.2.5)

である.したがって
∇∗ · v∗ = 0 (2.2.6)

となり,この式 (2.2.6)が無次元化された連続の式である.

2.2.2 運動方程式の無次元化

後の計算のため,まず (2.1.14)の両辺に 2度回転をとる.各項についてみると,ま
ず (2.1.14)の左辺第 1項は

∇×∇× ∂v

∂t
=

∂

∂t
{∇ × (∇× v)}

=
∂

∂t

(
−∇2v

)
(2.2.7)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)
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である.ここでベクトル解析の公式

∇×∇× v = ∇(∇ · v)−∇2v (2.2.8)

を用いた *1 .次に左辺第 2項は

∇×∇× (v · ∇v) , (2.2.9)

右辺第 1項は
− 1

ρR
∇×∇×∇p′ = 0 (2.2.10)

である.ここで∇×∇ϕ = 0 (ϕ :任意のスカラー量)であることを用いた.そして
右辺第 2項は

∇×∇× ν∇2v = −∇2(ν∇2v) (2.2.11)

である.ここで (2.2.8)を用いた.最後に右辺第 3項は

∇×∇× (αT ′gk) (2.2.12)

である.以上をまとめた式が

− ∂

∂t
∇2v +∇×∇× (v · ∇v) = −∇2(ν∇2v)−∇×∇× (αT ′gk)

⇐⇒
(
∂

∂t
− ν∇2

)
∇2v = αg∇×∇× kT ′ +∇×∇× (v · ∇v) (2.2.13)

である.これを無次元化すると,(
κ

d2
∂

∂t∗
− ν

d2
∇∗2

)
1

d2
∇∗2κ

d
v∗ = αg

1

d2
Γd∇∗ ×∇∗ × kT ∗ +

1

d3
κ2

d2
∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗)

⇐⇒
(
κ2

d5
∂

∂t∗
− νκ

d5
∇∗2

)
∇∗2v∗ =

αgΓ

d
∇∗ ×∇∗ × kT ∗ +

κ2

d5
∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗)

(2.2.14)
*1 和の規約を用いて∇×∇× v = ∇(∇ · v)−∇2vを証明する.

∇×∇× v = eiεijk∂j (εklm∂lvm)

= eiεkjiϵklm∂j∂lvm

= ei (δjlδjm − δimδjl) ∂j∂lvm

= ei (∂j∂ivj − ∂j∂jvi)

= ei∂j∂ivj − ei∂j∂jvi

= ∇(∇ · v)−∇2v

本文中では連続の式∇ · v = 0よりこの式の第 2項のみが残っている.また,この証明における 3つ
目の等号で用いた式 εkjiεklm = δjlδjm − δimδjl は

εkijεklm = det

[
δjl δim
δjl δjm

]
= δjlδjm − δimδjl

であることを用いた.
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となる.そしてこの両辺に d5/κ2を掛けると(
∂

∂t∗
− ν

κ
∇∗2

)
∇∗2v∗ =

αgΓd4

κ2
∇∗ ×∇∗ ×kT ∗ +∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗) (2.2.15)

となる.ここでプラントル数 σとレイリー数Rをそれぞれ

σ =
ν

κ
(2.2.16)

R =
αΓgd4

κν
(2.2.17)

とおくと (2.2.15)は(
∂

∂t∗
− σ∇∗2

)
∇∗2v∗ = Rσ∇∗ ×∇∗ × kT ∗ +∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗)

⇐⇒
(
1

σ

∂

∂t∗
−∇∗2

)
∇∗2v∗ = R∇∗ ×∇∗ × kT ∗ +

1

σ
∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗)

(2.2.18)

となる.この式 (2.2.18)が無次元化された運動方程式である.

2.2.3 熱力学方程式の無次元化

(2.1.19)を無次元化すると,

κ

d2
Γd
∂T ∗

∂t∗
− Γ

κ

d
w∗ +

κ

d

1

d
Γdv∗ · ∇∗T ∗ = κ

1

d2
Γd∇∗2T ∗ (2.2.19)

と書け,これを整理すると,

κΓ

d

∂T ∗

∂t∗
− κΓ

d
w∗ +

κΓ

d
v∗ · ∇∗T ∗ =

κΓ

d
∇∗2T ∗

⇐⇒
(
∂

∂t∗
−∇∗2

)
T ∗ = w∗ − v∗ · ∇∗T ∗ (2.2.20)

となる.この式 (2.2.20)が無次元化された熱力学方程式である.

ここでヌッセルト数Nの定義もしておく.ヌッセルト数は水平平均された鉛直方
向への伝導による熱フラックスに対する水平平均された鉛直方向への総熱フラッ
クスの比である.ここで考える熱フラックス F は,熱力学方程式 (2.1.15)において
非圧縮・断熱系を考え, κ/cvを κと置きなおした式

∂T

∂t
+ v · ∇T = κ∇2T (2.2.21)

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)



卒業研究 Boussinesq方程式の無次元化 13

から

∂T

∂t
= −∇ · F (2.2.22)

の形式に書き換えることで得られる.ここで

F = (Fx, Fy, Fz),

Fx = uT − κ
∂T

∂x
, (2.2.23)

Fy = vT − κ
∂T

∂y
, (2.2.24)

Fz = wT − κ
∂T

∂z
(2.2.25)

であり,鉛直方向への総熱フラックスは (2.2.25)である.そして鉛直方向への伝導に
よる熱フラックス Fz condは T とwを

T (x, y, z, t) = TR(z) + T ′(x, y, z, t), (2.2.26)

w(x, y, z, t) = wR(z) + w′(x, y, z, t) (2.2.27)

のように基準状態 (熱伝導のみで対流が起こっていない状態)とそこからの摂動 (対
流による摂動)に分けることで

Fz cond = wRTR − κ
∂TR
∂z

(2.2.28)

と書ける.ここで wR = 0である.また,水平平均を上付きバーで表現すると T ′ =

0, w′ = 0である.さらに (2.1.17)であることにも注意する.以上よりヌッセルト数N

は

N ≡ Fz

Fz cond

=
wT − κ

∂T

∂z

wRTR − κ
∂TR
∂z

=
w′T ′ − κ

∂TR
∂z

−κ∂TR
∂z

=
w′T ′ + κΓ

κΓ

= 1 +
w′T ′

κΓ
(2.2.29)

と書くことができる *2 .
*2 2つめの等式で

wT = (wR + w′)(TR + T ′)

= w′(TR + T ′)

= w′TR + w′T ′

= w′T ′

であることを用いた.
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2.2.4 無次元化されたBoussinesq流体の支配方程式系 (まとめ)

この節で導出された無次元化されたBoussinesq方程式系についてまとめる:

∇∗ · v∗ = 0, (2.2.6)(
1

σ

∂

∂t∗
−∇∗2

)
∇∗2v∗ = R∇∗ ×∇∗ × kT ∗ +

1

σ
∇∗ ×∇∗ × (v∗ · ∇∗v∗), (2.2.18)(

∂

∂t∗
−∇∗2

)
T ∗ = w∗ − v∗ · ∇∗T ∗. (2.2.20)
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第3章 支配方程式の導出

3.1 Herring (1963)における支配方程式の導出

前章で導いた無次元化されたBoussinesq方程式系を再掲する.ただし記述を簡単
にするため上付き添字 ∗は省略する.

∇ · v = 0 (3.1.1)(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2v = R∇×∇× kT +

1

σ
∇×∇× (v · ∇v)　 (3.1.2)(

∂

∂t
−∇2

)
T = w − v · ∇T (3.1.3)

これらの式に含まれる無次元化された温度の摂動部分Tを以下のように分けて表す.

T = ψ(z, t) + θ(x, y, z, t) (3.1.4)

ここで, ψ(z, t)は熱伝導状態の水平平均されたゆがみ, θ(r, t)はそのゆがんだ値か
らの温度のゆらぎである.また,境界条件として

ψ(0, t) = ψ(1, t) = 0 (3.1.5)

θ(x, y, 0, t) = θ(x, y, 1, t) = θ̄ = 0 (3.1.6)

を与える.ここで上付きバーは水平平均を表す.そして水平方向の境界条件は周期
的であるとする.また, θの水平平均は定義により内部領域でゼロである.

熱力学方程式 (3.1.3)に (3.1.4)を代入すると,

∂

∂t
(ψ + θ)−∇2(ψ + θ) = w −∇ · {(ψ + θ)v} (3.1.7)

となる *1. この式を展開して整理すると

∂ψ

∂t
+
∂θ

∂t
+∇ · {(ψ + θ)v} − w =

∂2ψ

∂z2
+∇2θ (3.1.8)

*1 ここで ∇ · (vT ) = T∇ · v + v · ∇T に連続の式 ∇ · v = 0を用いると v · ∇T = ∇ · (vT )とな
ることを利用した.
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となる.この式の各物理量の水平平均をとり整理すると *2,

∂ψ̄

∂t
+
∂θ̄

∂t
+

∂

∂x
{(ψ + θ)u}+ ∂

∂y
{(ψ + θ)v}+ ∂

∂z
{(ψ + θ)w} − w̄

=　
∂2ψ̄

∂z2
+
∂2θ̄

∂x2
+
∂2θ̄

∂y2
+
∂2θ̄

∂z2
(3.1.9)

と書ける.ここで定義より ψ̄ = ψ, θ̄ = 0, w̄ = 0 *3 であることと境界条件,周期境
界条件を用いると,

∂ψ

∂t
+

∂

∂z
{(ψ + θ)w} =

∂2ψ

∂z2

⇐⇒ ∂ψ

∂t
+

∂

∂z
ψw +

∂

∂z
θw =

∂2ψ

∂z2
(3.1.10)

ここで ψwは ψw = ψw̄ = 0と書けるので(
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ (3.1.11)

が得られる.この式が温度摂動の水平平均された部分 ψについての方程式である.

次に θについての式を導く. (3.1.8)と (3.1.11)の両辺についての差をとると,

∂θ

∂t
+∇ · {(ψ + θ)v} − w − ∂

∂z
wθ = ∇2θ (3.1.12)

と書ける.ここで (3.1.12)の左辺第 2項は

∇ · {(ψ + θ)v} = ψ∇ · v + v · ∇ψ +∇ · (θv)

= w
∂ψ

∂z
+∇ · (θv) (3.1.13)

と書けるので (3.1.12)は(
∂

∂t
−∇2

)
θ + w

∂ψ

∂z
+∇ · (θv)− w − ∂

∂z
wθ = 0

⇐⇒
(
∂

∂t
−∇2

)
θ +

(
∂ψ

∂z
− 1

)
w − ∂

∂z
wθ +∇ · (θv) = 0 (3.1.14)

*2 ここで微分と水平平均の順序を入れ替えても良いことを用いた.
*3 w̄ = 0であることを示す.周期境界条件より ū = 0, v̄ = 0なので連続の式より

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0

⇐⇒ ∂

∂z
w̄ = 0

⇐⇒ w̄ = const

したがって境界条件 w̄(0, t) = 0より w̄ = 0である.
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と書ける.この式を,鉛直方向の単位ベクトル kを用いて整理すると(
∂

∂t
−∇2

)
θ =

(
1− ∂ψ

∂z

)
w −∇ · (vθ − kwθ) (3.1.15)

となる.この式が θについての式である.

最後にwについての式を導く.運動方程式 (3.1.2)の z成分に注目すると,(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = R{∇ × (∇× kT )}z +

1

σ
{∇ ×∇× (v · ∇v)}z (3.1.16)

と書ける.ここで右辺第 1項は　　　　

　 {∇ × (∇× kT )}z =
[
∇×

(
∂T

∂y
i− ∂T

∂x
j

)]
z

= −∂
2T

∂x2
− ∂2T

∂y2

= −∇2
1T (3.1.17)

と書ける.ここで

∇2
1 ≡

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
(3.1.18)

と定義した.したがって (3.1.16)は(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1T +
1

σ
{∇ ×∇× (v · ∇v)}z (3.1.19)

と書ける.この式に T = ψ + θを代入すると, ψは x, yに依存しないため,(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ +
1

σ
{∇ ×∇× (v · ∇v)}z (3.1.20)

となる.

まとめると,以下に再掲する z成分についての運動方程式 (3.1.20),温度摂動の水
平平均部分についての熱力学方程式 (3.1.11),温度摂動の水平平均からのゆらぎ部
分についての熱力学方程式 (3.1.15)が得られた:(

1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ +
1

σ
{∇ ×∇× (v · ∇v)}z, (3.1.20)(

∂

∂t
−∇2

)
θ = βw −∇ · (vθ − kwθ), (3.1.15’)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ. (3.1.11)
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ここで

β ≡
(
1− ∂ψ

∂z

)
= −∂T̄

∂z
(3.1.21)

と定義した.

そして (3.1.20), (3.1.15’)について自己相互作用的な摂動に関する項を無視する
と, Herring (1963)中の方程式系 (9), (10), (11)(

1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ (3.1.22)(
∂

∂t
−∇2

)
θ = βw (3.1.23)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ (3.1.11)

が得られた.

3.2 Fourier級数展開を用いた支配方程式の表現

数値計算を簡略化するために, Fourier級数展開を用いて前節で導かれた方程式
系の変形を行う.

Herring (1963)中の (9), (10), (11)式(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ, (3.1.22)(
∂

∂t
−∇2

)
θ = βw, (3.1.23)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ, (3.1.11)

に含まれるw, θ, ψを,境界条件を考慮して以下のように Fourier級数展開する:

w(r, t) =
∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz, (3.2.1)

θ(r, t) =
∑
n,α

fα(x, y)θn
α sinnπz, (3.2.2)

ψ(z, t) =
∑
n

ψn sinnπz. (3.2.3)
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ここで fα(x, y)は水平方向における適切な周期境界条件のもとで演算子∇2
1によっ

て作られる任意の正規直交関数

∇2
1fα(x, y) = −π2α2fα(x, y) (3.2.4)

であり,
|fαfα′|2 = δαα′ (3.2.5)

に従う.

3.2.1 wの時間発展方程式

(9)に (3.2.1)と (3.2.2)を代入すると,(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2
∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz = −R∇2

1

∑
n,α

fα(x, y)θn
α sinnπz (3.2.6)

となる.

ここで, w(r, t)に∇2を作用させることは

∇2fα(x, y)wn
α sinnπz = wn

α

(
∇2

1fα(x, y) sinnπz +
∂2

∂z2
fα(x, y) sinnπz

)
= wn

α{−π2α2fα(x, y) sinnπz − π2n2fα(x, y) sinnπz}
= −π2

(
α2 + n2

)
fα(x, y)wn

α sinnπz (3.2.7)

と書けることから, −π2 (α2 + n2)を掛けることに等しい. θ(r, t)に∇2を作用させ
る場合も同様である.このことと (3.2.4)を用いると (3.2.6)は∑

n,α

(
1

σ

∂

∂t
+ π2

(
α2 + n2

))
{−π2

(
α2 + n2

)
}fα(x, y)wn

α sinnπz

= −
∑
n,α

Rπ2α2fα(x, y)θn
α sinnπz (3.2.8)

と書くことができる.

そしてこの式の両辺に fα′(x, y)を掛けて水平平均をとる (x, yについて水平の全
領域で積分する)と, (3.2.5)より αについての和は α = α′のときのみ値が残り,∑

n

(
1

σ

∂

∂t
+ π2

(
α′2 + n2

))
{−π2

(
α′2 + n2

)
}wn

α′
sinnπz

= −
∑
n

Rπ2α′2θn
α′
sinnπz (3.2.9)
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となる.次にこの式に sinn′πzを掛けて zについて鉛直の全領域 (0から 1)で積分
すると, 三角関数の直交性より nについての和は n = n′のときのみ値が残り,(

1

σ

∂

∂t
+ π2

(
α′2 + n′2

))
{−π2

(
α′2 + n′2

)
}wn′

α′
= −Rπ2α′2θn′

α′
(3.2.10)

となる *4 .この式を整理して両辺を π4で割ると,(
1

π2

1

σ

∂

∂t
+ n′2 + α′2

)
1

π2
wn′

α′
= −R

π4

π2α′2θn′
α′

{−π2
(
n′2 + α′2

)
}

(3.2.11)

と書ける.ここで

λ =
R

π4
(3.2.12)

τ = π2t (3.2.13)

ωn =
wn

π2
(3.2.14)

と置き,記述を簡単にするため上付き添字 ′を省略すると,(
1

σ

∂

∂τ
+ n2 + α2

)
ωn

α =
λα2

n2 + α2
θn

α (3.2.15)

*4 三角関数の直交性について確認する.∫ 1

0

(sinnπz)(sinn′πz)dz = −
∫ 1

0

1

2
(cos(n+ n′)πz − cos(n− n′)πz) dz

n ̸= n′ のとき

−
∫ 1

0

1

2
(cos(n+ n′)πz − cos(n− n′)πz) dz

= −1

2

[
1

(n+ n′)π
sin(n+ n′)πz − 1

(n− n′)π
sin(n− n′)πz

]1
0

= 0

n = n′ のとき

−
∫ 1

0

1

2
(cos(n+ n′)πz − cos(n− n′)πz) dz

= −
∫ 1

0

1

2
(cos(n+ n′)πz − cos 0) dz

= −1

2

[
1

(n+ n′)π
sin(n+ n′)πz − z

]1
0

=
1

2

　したがって ∫ 1

0

(sinnπz)(sinn′πz)dz =
1

2
δnn′
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となる.以上でFourier級数展開されたwの時間発展方程式 (Herring (1963)の (13)
式)が導かれた.

3.2.2 θの時間発展方程式

(10)に (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3)を代入すると,(
∂

∂t
−∇2

)∑
n,α

fα(x, y)θn
α sinnπz = β

∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz

⇐⇒
(
∂

∂t
−∇2

)∑
n,α

fα(x, y)θn
α sinnπz

=

(
1− ∂

∂z

∑
n

ψn′ sinn′πz

)∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz (3.2.16)

となる.ここで (3.2.7)より∑
n,α

(
∂

∂t
+ π2(α2 + n2)

)
fα(x, y)θn

α sinnπz

=

(
1− ∂

∂z

∑
n

ψn′ sinn′πz

)∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz

(3.2.17)

と書ける. 次にこの式の右辺を展開すると,∑
n,α

(
∂

∂t
+ π2(α2 + n2)

)
fα(x, y)θn

α sinnπz

=
∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz −

∑
n,n′,α

n′πwn
αψn′fα(x, y)(sinnπz)(cosn

′πz)

(3.2.18)

となる.ここで両辺に fα′を掛けて水平平均をとると, (3.2.5)より α = α′のときの
み値が残り,∑

n

(
∂

∂t
+ π2(α′2 + n2)

)
θn

α′
sinnπz

=
∑
n

wn
α′
sinnπz −

∑
n,n′

n′πwn
α′
ψn′(sinnπz)(cosn′πz)

(3.2.19)
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となる.そしてこの式に sinn′′πzを掛けて zについて全範囲 (0から 1)で積分する
と, 三角関数の直交性より (3.2.19)の左辺と右辺第 1項は n = n′′のとき,右辺第 2
項は n = n′′ + n′または n = n′′ − n′のときのみ値が残り,

(左辺)　 =
1

2

(
∂

∂t
+ π2(α′2 + n′′2)

)
θn′′

α′
(3.2.20)

(右辺第 1項) =
1

2
wn′′

α′
(3.2.21)

(右辺第 2項) = −π
4

∑
n′

n′ψn′(wn′′+n′
α′
+ wn′′−n′

α′
) (3.2.22)

となる *5 .ここで n′′を n, α′を α, n′を pと置き換えてこれらの式をまとめて書
くと, (

∂

∂t
+ π2(n2 + α2)

)
θn

α = wn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(wn+p
α + wn−p

α) (3.2.23)

となる.ここで p = 0の場合は定義より ψは常にゼロとなるため p = 1からの和を
とることとした.

*5 (3.2.19)の右辺第 2項に sinn′′πzを掛けて zについて積分すると,

−
∫ 1

0

∑
n,n′

n′πwn
α′
ψn′(sinnπz)(cosn′πz)(sinn′′πz)dz

= −
∑
n,n′

n′πwn
α′
ψn′

∫ 1

0

(sinnπz)(cosn′πz)(sinn′′πz)dz

となる.積分の部分にのみ注目すると,∫ 1

0

(sinnπz)(cosn′πz)(sinn′′πz)dz

=

∫ 1

0

(sinnπz)
1

2
{sin(n′′ + n′)πz + sin(n′′ − n′)πz}dz

=
1

2

∫ 1

0

(sinnπz){sin(n′′ + n′)πz}dz + 1

2

∫ 1

0

(sinnπz){sin(n′′ − n′)πz}dz

となり,ここで *4の結果を用いると∫ 1

0

(sinnπz){sin(n′′ + n′)πz}dz = 1

2
δnn′′+n′∫ 1

0

(sinnπz){sin(n′′ − n′)πz}dz = 1

2
δnn′′−n′

と書ける.したがって∫ 1

0

(sinnπz)(cosn′πz)(sinn′′πz)dz =
1

4
δnn′′+n′ +

1

4
δnn′′−n′

である.以上より右辺第 2項は (3.2.22)と書けることが分かる.
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ここで (3.2.23)の右辺に含まれるwn−p
αは pの値によって符号が変化し, wn−p

α =

σ(n − p)w|n−p|
αと書ける *6 .ここで σ(n)は符号関数で, n > 0のとき σ(n) = 1,

n < 0のとき σ(n) = −1と定義される.したがって (3.2.23)は(
∂

∂t
+ π2(n2 + α2)

)
θn

α = wn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(wn+p
α + σ(n− p)w|n−p|

α) (3.2.24)

と書くことができる.最後にこの式の両辺を π2で割ると,(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn

α = ωn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(ωn+p
α + σ(n− p)ω|n−p|

α) (3.2.25)

となり, Fourier級数展開された θの時間発展方程式 (Herring (1963)の (14)式)が
導かれた.

*6 wn−p
α = σ(n− p)w|n−p|

α と書けることを確認する.任意の関数 f(z)を z = 0, 1で 0となる
直交関数系で展開する.直交関数系として sin(nπz) (nは自然数)を用いると,

f(z) =
∞∑

n=1

wn sin(nπz) (a)

と書ける.一方直交関数系として sin(nπz) (−nは自然数)を用いると,

f(z) =

∞∑
n=1

w−n sin(−nπz) (b)

と書ける. (b)は

f(z) =
∞∑

n=1

−w−n sin(nπz) (c)

と変形することができ,この式が (a)と等値とすると,

wn = −w−nまたは wn = σ(n)w|n| (d)

と書ける.
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3.2.3 ψの時間発展方程式

(11)に (3.2.1), (3.2.2), (3.2.3)を代入すると,(
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)∑
n

ψn sinnπz

= − ∂

∂z

[∑
n′,α′

fα′(x, y)wn′α
′ sinn′πz

][∑
n,α

fα(x, y)θn
α sinnπz

]

⇐⇒
∑
n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz

= − ∂

∂z

∑
n,n′,α,α′

fα(x, y)fα′(x, y)wn′α
′θn

α(sinnπz)(sinn′πz)

⇐⇒
∑
n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz

= −
∑

n,n′,α,α′

∂

∂z
fα(x, y)fα′(x, y)wn′α

′θn
α(sinnπz)(sinn′πz) (3.2.26)

と書ける.ここで (3.2.5)より α′について和をとると, α′ = αのときのみ値が残り,∑
n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz = −

∑
n,n′,α

∂

∂z
wn′αθn

α(sinnπz)(sinn′πz) (3.2.27)

となる.すると右辺中の水平平均されている部分に水平成分が一切含まれなくなる
ので上付きバーを消去しても値は変わらなくなる.したがって∑

n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz = −

∑
n,n′,α

∂

∂z
{wn′

αθn
α(sinnπz)(sinn′πz)}

⇐⇒
∑
n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz

= −
∑
n,n′,α

∂

∂z

[
wn′

αθn
α

(
−1

2

)
{cos(n+ n′)πz − cos(n− n′)πz}

]
(3.2.28)

と書ける.次にこの式の右辺の z微分を実行すると,∑
n

(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn sinnπz

=
1

2

∑
n,n′,α

wn′
αθn

α{−(n+ n′)π sin(n+ n′)πz + (n− n′)π sin(n− n′)πz} (3.2.29)

となる.
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次に (3.2.29)の両辺に sinn′′πzを掛けて zについて鉛直の全領域 (0から 1)で積
分すると, 三角関数の直交性より (3.2.29)の左辺は n = n′′のとき,右辺第 1項は
n = n′′ − nのとき,右辺第 2項は n = n′′ + nのときのみ値が残り,

1

2

(
∂

∂t
+ π2n′′2

)
ψn′′ =

π

4

∑
n′,α

wn′
α{θn′′−n′

α(−n′′) + θn′′+n′
αn′′} (3.2.30)

となる *7 . ここで (3.2.30)の n′′を nに, n′を pと置き換えると(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn =

πn

2

∑
p,α

wp
α{θn+p

α − θn−p
α} (3.2.31)

となる.さらに*6より θn−p
α = σ(n− p)θ|n−p|

αと書くことができ,(
∂

∂t
+ π2n2

)
ψn =

πn

2

∑
p,α

wp
α{θn+p

α − σ(n− p)θ|n−p|
α} (3.2.32)

となる.最後に両辺を π2で割り, −σ(n− p)θ|n−p|
α = σ(p− n)θ|n−p|

αとなることを
用いると (

∂

∂τ
+ n2

)
ψn =

πn

2

∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α} (3.2.33)

が得られる.以上でFourier級数展開されたψの時間発展方程式 (Herring (1963)の
(15)式)が導かれた.

3.3 支配方程式の導出 II

Herring (1963)では自己相互作用的摂動に関わる項を無視することで簡単化さ
れた方程式系を用いて数値シミュレーションを行った.ここでは簡単化を行わずに
Boussinesq流体の支配方程式の数値シミュレーションを行うための方程式系を改
めて導出する. Herring (1963)は 3次元系を扱ったが,直接数値シミュレーション
の計算コストのため 2次元系を扱うことにする.

*7 *4より ∫ 1

0

(sinnπz)(sinn′′πz)dz =
1

2
δnn′′∫ 1

0

{sin(n+ n′)πz}(sinn′′πz)dz = 1

2
δn+n′ n′′ =

1

2
δnn′′−n′∫ 1

0

{sin(n− n′)πz}(sinn′′πz)dz = 1

2
δn−n′ n′′ =

1

2
δnn′′+n′

となることを用いた.
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3.3.1 渦度方程式

2.1節で得られた方程式系

∇ · v = 0 (2.1.9)
∂v

∂t
+ v · ∇v = − 1

ρR
∇p′ + ν∇2v + αgT ′k (2.1.14)

から渦度方程式を導く. x, z成分からなる 2次元の系を考えることにする.運動方
程式 (2.1.14)を各成分について書くと,

∂u

∂t
+ v · ∇u = − 1

ρR
∇p′ + ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
u (3.3.1)

∂w

∂t
+ v · ∇w = − 1

ρR
∇p′ + ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
w + αgT ′k (3.3.2)

となる.ここで渦度 ζが

ζ ≡ ∂u

∂z
− ∂w

∂x
(3.3.3)

と定義されることを用いるために (3.3.1)を zで微分した式と (3.3.2)を xで微分し
た式の差をとる.

まず (3.3.1)と (3.3.2)の左辺第 1項同士を計算すると,

∂

∂z

∂u

∂t
− ∂

∂x

∂w

∂t
=

∂

∂t

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
(3.3.4)

となる.ここで以下のように定義した流線関数Ψを導入する:

u =
∂Ψ

∂z
, w = −∂Ψ

∂x
. (3.3.5)

これを用いると (3.3.4)は

∂

∂t

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
=

∂

∂t
(∇2Ψ) (3.3.6)

となる.この式より
ζ = ∇2Ψ (3.3.7)

であることを確認しておく.
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次に (3.3.1)と (3.3.2)の左辺第 2項同士を計算すると,

∂

∂z
(v · ∇u)− ∂

∂x
(v · ∇w)

=
∂

∂z

(
u
∂u

∂x
+ w

∂u

∂z

)
− ∂

∂x

(
u
∂w

∂x
+ w

∂w

∂z

)
=
∂u

∂z

∂u

∂x
+ u

∂2u

∂z∂x
+
∂w

∂z

∂u

∂z
+ w

∂2u

∂z2
− ∂u

∂x

∂w

∂x
− u

∂2w

∂2x
− ∂w

∂x

∂w

∂z
− w

∂2w

∂z∂x

=
∂u

∂x

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+
∂w

∂z

(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ u

∂2u

∂z∂x
+ w

∂2u

∂z2
− u

∂2w

∂2x
− w

∂2w

∂z∂x

=

(
∂u

∂x
+
∂w

∂z

)(
∂u

∂z
− ∂w

∂x

)
+ u

∂2u

∂z∂x
+ w

∂2u

∂z2
− u

∂2w

∂2x
− w

∂2w

∂z∂x

= u
∂2u

∂z∂x
+ w

∂2u

∂z2
− u

∂2w

∂2x
− w

∂2w

∂z∂x
(3.3.8)

となる.最後の等式で連続の式 (2.1.9)を用いた.この式に (3.3.5)を用いると

u
∂2u

∂z∂x
+ w

∂2u

∂z2
− u

∂2w

∂2x
− w

∂2w

∂z∂x

=
∂Ψ

∂z

∂

∂x

(
∂2Ψ

∂z2

)
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

(
∂2Ψ

∂z2

)
+
∂Ψ

∂z

∂

∂x

(
∂2Ψ

∂x2

)
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

(
∂2Ψ

∂x2

)
=
∂Ψ

∂z

∂

∂x

(
∇2Ψ

)
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

(
∇2Ψ

)
(3.3.9)

となる.さらに,以下のように定義されるヤコビアン J :

J(a, b) =
∂a

∂x

∂b

∂z
− ∂a

∂z

∂b

∂x
(3.3.10)

を用いると (3.3.9)は

∂Ψ

∂z

∂

∂x

(
∇2Ψ

)
− ∂Ψ

∂x

∂

∂z

(
∇2Ψ

)
= −J(Ψ,∇2Ψ) (3.3.11)

同様に (3.3.1)と (3.3.2)の右辺第 1項同士を計算すると、これらの項は打ち消し
合う.次に (3.3.1)と (3.3.2)の右辺第 2項同士を (3.3.5)を用いて計算すると,

∂

∂z

{
ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
u

}
− ∂

∂x

{
ν

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂z2

)
w

}
= ν∇2

(
∂

∂z

∂Ψ

∂z
+

∂

∂x

∂Ψ

∂x

)
= ν∇4Ψ (3.3.12)

となる.
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最後に (3.3.2)の右辺第 3項は単に xで微分して, (3.3.6), (3.3.11), (3.3.12)とま
とめて整理すると

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ,∇2Ψ) + ν∇4Ψ− αg

∂T ′

∂x
(3.3.13)

が得られる.これが渦度方程式である.

3.3.2 熱力学方程式

2.1節で得られた熱力学方程式

∂T ′

∂t
+ v · ∇T ′ − Γw = κ∇2T ′ (2.1.19)

を,流線関数Ψを用いて表現する. (2.1.19)に (3.3.5)を代入し, (3.3.10)を用いると,

∂T ′

∂t
+ u

∂T ′

∂x
+ w

∂T ′

∂z
− Γw = κ∇2T ′

⇐⇒ ∂T ′

∂t
+
∂Ψ

∂z

∂T ′

∂x
− ∂Ψ

∂x

∂T ′

∂z
+ Γ

∂Ψ

∂x
= κ∇2T ′

⇐⇒ ∂T ′

∂t
= J(Ψ, T ′)− Γ

∂Ψ

∂x
+ κ∇2T ′ (3.3.14)

が得られる.

3.3.3 支配方程式の無次元化

2.2節と同様にして上で得られた方程式系 (3.3.13), (3.3.14)を無次元化する. (2.2.1),
(2.2.2), (2.2.3), (2.2.4)より, Ψは無次元量Ψ∗を用いて

Ψ = κΨ∗ (3.3.15)

と書ける.

(3.3.13)を無次元化すると,

κ

d2
∂

∂t∗
κ

d2
(∇∗2Ψ∗) =

1

d2
1

d2
κ2J∗(Ψ∗,∇∗2Ψ∗) + ν

1

d4
κ∇∗4Ψ∗ − αg

Γd

d

∂T ∗

∂x∗

⇐⇒ ∂

∂t∗
(∇∗2Ψ∗) = J∗(Ψ∗,∇∗2Ψ∗) +

ν

κ
∇∗4Ψ∗ − αgΓd4

κ2
∂T ∗

∂x∗
(3.3.16)
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となる.さらに (2.2.16), (2.2.17)を用いると,

∂

∂t∗
(∇∗2Ψ∗) = J∗(Ψ∗,∇∗2Ψ∗) + σ∇∗4Ψ∗ −Rσ

∂T ∗

∂x∗
(3.3.17)

が得られる.同様に (3.3.14)を無次元化すると,

κΓd

d2
∂T ∗

∂t∗
=
κΓd

d2
J∗(Ψ∗, T ∗)− Γ

κ

d

∂Ψ∗

∂x∗
+ κ

Γd

d2
∇∗2T ∗

⇐⇒ ∂T ∗

∂t∗
= J∗(Ψ∗, T ∗)− ∂Ψ∗

∂x∗
+∇∗2T ∗ (3.3.18)

となる.

以上をまとめると,対流をシミュレーションするための支配方程式は

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ,∇2Ψ) + σ∇4Ψ−Rσ

∂T

∂x
(3.3.19)

∂T

∂t
= J(Ψ, T )− ∂Ψ

∂x
+∇2T (3.3.20)

である.ここで無次元量であることを表す添字*は省略した.
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第4章 Herring (1963)の支配方程式
について

4.1 簡単化しない支配方程式との対応関係

3.1節で述べたように, Herring (1963)では(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ +
1

σ
{∇ ×∇× (v · ∇v)}z (3.1.20)(

∂

∂t
−∇2

)
θ = βw −∇ · (vθ − kwθ) (3.1.15’)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ (3.1.11)

から自己相互作用的な摂動を無視することによって簡単化した方程式系(
1

σ

∂

∂t
−∇2

)
∇2w = −R∇2

1θ (3.1.22)(
∂

∂t
−∇2

)
θ = βw (3.1.23)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ (3.1.11)

を用いて数値計算を行っている.この節では,ここで無視された項が 3.3節で導い
た方程式系におけるどの項に対応するかを考える.そのために, 3.3節で導いた方程
式系

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ,∇2Ψ) + σ∇4Ψ−Rσ

∂T

∂x
(3.3.19)

∂T

∂t
= J(Ψ, T )− ∂Ψ

∂x
+∇2T (3.3.20)

について 3.2節と同様に Fourier級数展開を用いて表現してみる.
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以下のようにΨと T を Fourier級数展開する:

Ψ(x, z, t) =
∑
α,n

Ψ̂(α, n, t)eiπαx sinnπz, (4.1.1)

T (x, z, t) =
∑
α,n

T̂ (α, n, t)eiπαx sinnπz. (4.1.2)

これを (3.3.19), (3.3.20)にそれぞれ代入する.

まず (3.3.19)は

(左辺) =
∂

∂t

[
−
∑
α,n

π2(α2 + n2)Ψ̂(α, n, t)eiπαx sinnπz

]
(4.1.3)

(右辺第 1項) =
∑

α,n,α′,n′

{
iπαΨ̂(α, n, t)eiπαx sinnπz

}
×
{
−n′ππ2(α′2 + n′2)Ψ̂(α′, n′, t)eiπα

′x cosn′πz
}

−
{
nπΨ̂(α, n, t)eiπαx cosnπz

}
×
{
−iπα′π2(α′2 + n′2)Ψ̂(α′, n′, t)eiπα

′x sinn′πz)
}
　

= −iπ4
∑

α,n,α′,n′

(α′2 + n′2)Ψ̂(α, n, t)Ψ̂(α′, n′, t)eiπ(α+α′)x

× (αn′ sinnπz cosn′πz − α′n cosnπz sinn′πz) (4.1.4)

(右辺第 2項) = σ
∑
α,n

π4(α2 + n2)2Ψ̂(α, n, t)eiπαx sinnπz (4.1.5)

(右辺第 3項) = −Rσ
∑
α,n

iπαT̂ (α, n, t)eiπαx sinnπz (4.1.6)

となる.ここで, (4.1.4)は (α, n)と (α′, n′)を入れ替えても等値であり,また入れ替
え前と入れ替え後をそれぞれ 1/2倍して和をとったものも等値であることから

(4.1.4) =
1

2
(4.1.4) +

1

2
(−iπ4)

∑
α,n,α′,n′

(α2 + n2)Ψ̂(α, n, t)Ψ̂(α′, n′, t)eiπ(α+α′)x

× (α′n sinn′πz cosnπz − αn′ cosn′πz sinnπz)

= −iπ
4

2

∑
α,n,α′,n′

Ψ̂(α, n, t)Ψ̂(α′, n′, t)eiπ(α+α′)x
{
(α′2 + n′2)− (α2 + n2)

}
× (αn′ sinnπz cosn′πz − α′n cosnπz sinn′πz)

= −iπ
4

2

∑
α,n,α′,n′

Ψ̂(α, n, t)Ψ̂(α′, n′, t)eiπ(α+α′)x
{
(α′2 + n′2)− (α2 + n2)

}
×
{
αn′ + α′n

2
sin(n− n′)πz +

αn′ − α′n

2
sin(n+ n′)πz

}
(4.1.7)
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と変形することができる.次に (4.1.3), (4.1.7), (4.1.5), (4.1.6)にそれぞれe−iπα′′z sinn′′πz

を掛け, x方向に 0からLまで, z方向に 0から 1まで積分する. 3.2節の*4 を参考
にすると∫ L

0

dx

∫ 1

0

dz(4.1.3) =
∂

∂t

[
−
∑
α,n

π2(α2 + n2)Ψ(α, n, t)Lδα,α′′
1

2
δn,n′′

]

= −L
2
π2(α′′2 + n′′2)

dΨ(α′′, n′′, t)

dt
(4.1.8)∫ L

0

dx

∫ 1

0

dz(4.1.7) = − iπ
4

2

∑
α,n,α′,n′

Ψ̂(α, n, t)Ψ̂(α′, n′, t)Lδα+α′,α′′
{
(α′2 + n′2)− (α2 + n2)

}
×
{
αn′ + α′n

2

1

2
δn−n′,n′′ +

αn′ − α′n

2

1

2
δn+n′,n′′

}
= − iπ

4L

8
Ψ̂(α, n, t)

∑
α,n

{A(n− n′′) + A(n′′ − n)}

= − iπ
4L

8

∑
α,n

(α′′2 − 2αα′′ − 2nn′′ + n′′2)(α′′n− αn′′)Ψ̂(α, n, t)

×
{
Ψ̂(α′′ − α, n− n′′, t)− Ψ̂(α′′ − α, n′′ − n, t)

}
(4.1.9)∫ L

0

dx

∫ 1

0

dz(4.1.5) =
σLπ4

2
(α′′2 + n′′2)2Ψ̂(α′′, n′′, t) (4.1.10)∫ L

0

dx

∫ 1

0

dz(4.1.6) = − iRσLπ
2

α′′T̂ (α′′, n′′, t) (4.1.11)

となる.ここで

A(n− n′′) = Ψ̂(α′′ − α, n− n′′, t)
{
(α′′ − α)2 + (n− n′′)2 − α2 − n2

}
×

{(α(n− n′′) + (α′′ − α)n)}
= Ψ̂(α′′ − α, n− n′′, t)(α′′2 − 2αα′′ − 2nn′′ + n′′2)(α′′n− αn′′)

(4.1.12)

A(n′′ − n) = Ψ̂(α′′ − α, n′′ − n, t)
{
(α′′ − α)2 + (n′′ − n)2 − α2 − n2

}
×

{(α(n′′ − n)− (α′′ − α)n)}
= −Ψ̂(α′′ − α, n′′ − n, t)(α′′2 − 2αα′′ − 2nn′′ + n′′2)(α′′n− αn′′)

(4.1.13)

である.これらの式をまとめて整理すると,{
1

σ

∂

∂t
+ π2(α′′2 + n′′2)

}
Ψ̂(α′′, n′′, t) =

iπ4

4σ

∑
α,n

B +
iR

π

α′′

α′′2 + n′′2 T̂ (α
′′, n′′, t)

(4.1.14)
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という方程式が得られる.ここで

B =
(α′′2 − 2αα′′ − 2nn′′ + n′′2)(α′′n− αn′′)

α′′2 + n′′2

× Ψ̂(α, n, t)
{
Ψ̂(α′′ − α, n− n′′, t)− Ψ̂(α′′ − α, n′′ − n, t)

}
(4.1.15)

である.

(4.1.14)をさらに

λ =
R

π4
(3.2.12)

τ = π2t (3.2.13)

ωn =
wn

π2
(3.2.14)

ŵ = −iπα′′Ψ̂ (4.1.16)

を用いて変形すると *1 ,(
1

σ

∂

∂τ
+ n′′2 + α′′2

)
ω̂(α′′, n′′, t) =

iπ2

4σ

∑
α,n

B′ +
λα′′2

n′′2 + α′′2 T̂ (α
′′, n′′, t) (4.1.17)

となった.ここで

B′ =
(α′′2 − 2αα′′ − 2nn′′ + n′′2)(α′′n− αn′′)

α′′2 + n′′2

× ω̂(α, n, t) {ω̂(α′′ − α, n− n′′, t)− ω̂(α′′ − α, n′′ − n, t)} (4.1.18)

である.

同様に (3.3.20)についても Fourier級数展開を用いて表現すると,{
∂

∂t
+ π2(α′′2 + n′′2)

}
T̂ (α′′, n′′, t) = −iπα′′Ψ̂(α′′, n′′, t) +

iπ2

4

∑
α,n

C (4.1.19)

*1 (4.1.16)となることは

Ψ(x, z, t) =
∑
α,n

Ψ̂(α, n, t)eiπαx sinnπz, (4.1.1)

w(r, t) =
∑
n,α

fα(x, y)wn
α sinnπz, (3.2.1)

w = −∂Ψ
∂x

(3.3.5)

から分かる.
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となる.ここで

C = (α′′n− αn′′)
[
Ψ̂(α, n, t)

{
T̂ (α′′ − α, n− n′′, t)− T̂ (α′′ − α, n′′ − n, t)

}
−T̂ (α, n, t)

{
Ψ̂(α′′ − α, n− n′′, t)− Ψ̂(α′′ − α, n′′ − n, t)

}]
(4.1.20)

である.さらに (4.1.19)を (3.2.12), (3.2.13), (3.2.14), (4.1.16)を用いて変形すると,(
∂

∂τ
+ n′′2 + α′′2

)
T̂ (α′′, n′′, t) = ω̂(α′′, n′′, t)− π

4α′′

∑
α,n

C ′ (4.1.21)

となった.ここで

C = (α′′n− αn′′)
[
ω̂(α, n, t)

{
T̂ (α′′ − α, n− n′′, t)− T̂ (α′′ − α, n′′ − n, t)

}
−T̂ (α, n, t) {ω̂(α′′ − α, n− n′′, t)− ω̂(α′′ − α, n′′ − n, t)}

]
(4.1.22)

である.

(4.1.17), (4.1.21) *2 を 3.2節で導いた方程式系:(
1

σ

∂

∂τ
+ n2 + α2

)
ωn

α =
λα2

n2 + α2
θn

α, (3.2.15)(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn

α = ωn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(ωn+p
α + σ(n− p)ω|n−p|

α), (3.2.25)(
∂

∂τ
+ n2

)
ψn =

πn

2

∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α} (3.2.33)

と比較する.まず (4.1.17)は ω̂(α′′, n′′, t)をωn
α, T̂ (α′′, n′′, t)を θn

αと置き換え,さら
にα′′をα, n′′をnと置き換えることで,右辺第1項を除いて (3.2.15)と対応関係があ
ることが分かる.この右辺第 1項がHerring (1963)における自己相互作用的な摂動
項に対応する.次に (4.1.21)は,上に述べた置き換えに加えて T̂ (α = 0, n, t) = ψnと
置き換えることで (3.2.25), (3.2.33)と対応関係があることが分かる.ただし (3.2.25)
との対応関係についてはさらにαの総和をとらないという簡単化も行っている.ま
た α = 0,つまり対流の水平スケールが無限大のとき,渦度に対応する ωn

αがゼロ
となることに注意する.

*2 これらの式が Saltzman (1962)と整合的であることを確認した.
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4.2 エントロピー保存の式の導出

温度摂動の式 (
∂

∂t
−∇2

)
θ = βw (3.1.23)(

∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = − ∂

∂z
wθ (3.1.11)

を用いてエントロピー保存の式を導出する.ここで

β ≡
(
1− ∂ψ

∂z

)
　 (3.1.21)

である.

まず, (3.1.23)に θを掛けた式

θ

(
∂

∂t
−∇2

)
θ = βwθ (4.2.1)

と (3.1.11)に ψを掛けた式

ψ

(
∂

∂t
− ∂2

∂z2

)
ψ = −ψ ∂

∂z
wθ (4.2.2)

の両辺の和をとり整理すると

θ
∂θ

∂t
+ ψ

∂ψ

∂t
− θ∇2θ − ψ

∂2ψ

∂z2
+ ψ

∂

∂z
wθ + wθ

∂ψ

∂z
= wθ (4.2.3)

となる.ここで (3.1.21)を用いた.

次に (4.2.3)の各項の体積積分をとる.ここで,積分範囲として x方向は 0から代
表的長さLx, y方向は 0から代表的長さLy, z方向は 0から 1を用いる.まず (4.2.3)
の左辺第 1, 2項は∫

V

(
θ
∂θ

∂t
+ ψ

∂ψ

∂t

)
dV =

∫
V

1

2

∂

∂t

(
|θ|2 + |ψ|2

)
dV

=
1

2

∂

∂t
{|θ|2 + |ψ|2}v (4.2.4)

と書ける.ここで下付き添字 vは体積積分を表す.次に (4.2.3)の左辺第 3, 4項は

−
∫
V

(
θ∇2θ + ψ

∂2ψ

∂z2

)
dV = −

∫
V

(
θ
∂2θ

∂x2
+ θ

∂2θ

∂y2
+ θ

∂2θ

∂z2
+ ψ

∂2ψ

∂z2

)
dV (4.2.5)
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となる. (4.2.5)の右辺についてそれぞれの項を計算すると,∫
V

θ
∂2θ

∂x2
dV =

∫ [
θ
∂θ

∂x

]Lx

0

dydz −
∫ (

∂θ

∂x

)2

dxdydz

= −{|∇θ|2x}v (4.2.6)

∫
V

θ
∂2θ

∂y2
dV =

∫ [
θ
∂θ

∂y

]Ly

0

dxdz −
∫ (

∂θ

∂y

)2

dxdydz

= −{|∇θ|2y}v (4.2.7)

∫
V

θ
∂2θ

∂z2
dV =

∫ [
θ
∂θ

∂z

]1
0

dxdy −
∫ (

∂θ

∂z

)2

dxdydz

= −{|∇θ|2z}v (4.2.8)

∫
V

θ
∂2ψ

∂z2
dV =

∫ [
ψ
∂ψ

∂z

]1
0

dxdy −
∫ (

∂ψ

∂z

)2

dxdydz

= −{|∇ψ|2z}v
= −{|∇ψ|2}v (4.2.9)

となる.ここでそれぞれの計算について 1つめの等号後の第 1項は周期境界条件と
境界条件によってゼロとなることを用いた.以上より (4.2.5)は

−
∫
V

(
θ∇2θ + ψ

∂2ψ

∂z2

)
dV = {|∇ψ|2 + |∇θ|2}v (4.2.10)

と書けた.次に (4.2.3)の左辺第 5, 6項の体積積分を行う.まず∫
V

wθ
∂ψ

∂z
dV =

∫
[wθψ]10 dxdy −

∫
V

ψ
∂(wθ)

∂z
dV

= −
∫
V

ψ
∂(wθ)

∂z
dV (4.2.11)

となることを用いると∫
V

(
ψ
∂

∂z
wθ + wθ

∂ψ

∂z

)
dV =

∫
V

(
ψ
∂

∂z
wθ − ψ

∂

∂z
wθ

)
dV (4.2.12)

と書ける.この式を x, y成分について積分を実行すると,∫
V

(
ψ
∂

∂z
wθ − ψ

∂

∂z
wθ

)
dV =

∫ (
LxLyψ

∂

∂z
wθ − LxLyψ

∂

∂z
wθ

)
dz

= 0 (4.2.13)
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となる.ここで (4.2.12)の右辺第 2項のwθについては, x, y成分について積分する
ことで水平平均された値となることを用いた.

以上の計算より, (4.2.3)の両辺を体積積分した結果

1

2

∂

∂t
{|θ|2 + |ψ|2}v + {|∇ψ|2 + |∇θ|2}v = {wθ}v (4.2.14)

が得られた.この式がHerring (1963)中に示されているエントロピー保存の式 (12)
である *3.

ここで自己相互作用的な摂動として無視した項がエントロピー保存の式に影響
しないことも確認しておく.上記の議論で無視していた項を無視しない場合, (4.2.3)
には−θ∇ · (vθ − kwθ)という項が残る.この項を体積積分すると,

−
∫
V

θ∇ · (vθ)dV +

∫
V

θ∇ · (kwθ)dV (4.2.15)

と書ける.それぞれの項について計算すると,まず第 1項は

−
∫
V

θ∇ · (vθ)dV = −
∫
V

∇ ·
(
v · 1

2
θ2
)
dV

=

∫
V

[
∂

∂x

(
1

2
θ2u

)
+

∂

∂y

(
1

2
θ2v

)
+

∂

∂z

(
1

2
θ2w

)]
dV

= 0 (4.2.16)

と書ける.ここで最後の式変形では境界条件を用いた.次に (4.2.15)の第 2項は∫
V

θ∇ · (kwθ)dV =

∫
V

θ
∂

∂z
wθdV

=

∫
V

LxLyθ
∂

∂z
wθdz

= 0 (4.2.17)

となる. 2つめの変形では x, y成分について積分したため θは水平平均された値と
なることを用いた.以上より自己相互作用的な摂動を無視することはエントロピー
の保存に影響しないことが確認された.

*3 Herring (1963)の原文中では (12)の左辺第 1項が |θ|となっているが正しくは本文の通り |θ|2
である.
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4.3 温度勾配と熱輸送の関係式の導出

温度摂動の時間発展方程式(
∂

∂τ
+ n2

)
ψn =

πn

2

∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α}　 (3.2.33)

から温度勾配と熱輸送の関係式を導く.まず (3.2.33)の両辺を nで割ると(
1

n

∂

∂τ
+ n

)
ψn =

π

2

∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α}　 (4.3.1)

となる.ここで
βn = −πnψn (4.3.2)

とおくと *4(
1

n2

∂

∂τ
+ 1

)
βn = −π

2

2

∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α}　 (4.3.3)

となる.次に両辺を nについて和をとると∑
n

(
1

n2

∂

∂τ
+ 1

)
βn = −π

2

2

∑
n,p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α}　 (4.3.4)

と書ける.ここで右辺に注目して変形を行う.すると

(右辺) = −π
2

2

∑
n,α,p=1

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α}　

= −π
2

2

∑
α

∑
n

[(
n−1∑
p=1

+
∞∑
p=n

)
ωp

α{θn+p
α + σ(p− n)θ|n−p|

α}

]
　

= −π
2

2

∑
α

∑
n

[
n−1∑
p=1

ωp
α (θn+p

α − θn−p
α) +

∞∑
p=n

ωp
α (θn+p

α + θp−n
α)

]
(4.3.5)

*4

β(z) = 1− ∂ψ

∂z
(3.1.21)

と
ψ(z, t) =

∑
n

ψn sinnπz (3.2.3)

より

β = 1− πn
∑
n

ψn cosnπz

となることを用いた.
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と書ける.さらにこの式で nと pの和をとる順番を入れ替えると

= −π
2

2

∑
α

∞∑
p=1

[
∞∑

n=p+1

ωp
α (θn+p

α − θn−p
α) +

p∑
n=1

ωp
α (θn+p

α + θp−n
α)

]

= −π
2

2

∑
α

∞∑
p=1

ωp
α

[
∞∑

n=p+1

(θn+p
α − θn−p

α) +

p∑
n=1

(θn+p
α + θp−n

α)

]
(4.3.6)

と書ける.ここで (4.3.6)の大括弧の中に注目する.まず第 1項と第 3項はまとめる
ことができ,まとめた後 n+ pを nと置き換えると

∞∑
n=1

θn+p
α =

∞∑
n=p+1

θn
α (4.3.7)

と書ける.次に第 2項は n− pを nと置き換えて

−
∞∑
n=1

θn
α (4.3.8)

と書ける.そして第 4項は一度書き下してまとめ方を変えると

p−1∑
n=1

θn
α (4.3.9)

と書ける *5 . (4.3.7), (4.3.8), (4.3.9)より (4.3.6)は

− π2

2

∑
α

∞∑
p=1

ωp
α

[
∞∑

n=p+1

θn
α −

∞∑
n=1

θn
α +

p−1∑
n=1

θn
α

]
(4.3.10)

と変形できる.さらにこの式の大括弧の中に注目すると, θpα以外は打ち消されるこ
とが分かる.したがって (4.3.10)は

(4.3.10) = −π
2

2

∑
α

∞∑
p=1

ωp
α (−θpα) =

π2

2

∑
α

∞∑
p=1

ωp
αθp

α (4.3.11)

となる.
*5 (4.3.6)の大括弧中の第 4項を展開して再びまとめると,

p∑
n=1

θp−n
α = θp−1

α + θp−2
α + θp−2

α + · · ·+ θ1
α + θ0

α　

=

p−1∑
n=1

θn
α

と書き換えられる.ここで θの定義より θ0 = 0であることを用いた.
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以上をまとめると (4.3.4)は

∑
n

(
1

n2

∂

∂τ
+ 1

)
βn =

π2

2

∑
α

∞∑
p=1

ωp
αθp

α (4.3.12)

となる.最後に右辺の pを nと置き換えることでHerring (1963)の (16)式

∑
n

(
1

n2

∂

∂τ
+ 1

)
βn =

π2

2

∑
α

∞∑
n=1

ωn
αθn

α (4.3.13)

が得られた.この式の左辺は水平平均された温度摂動の勾配の時間変化,右辺は対
流による熱輸送を表している.
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第5章 数値シミュレーションの結果
と考察

5.1 Herring (1963)の再現結果

5.1.1 状況設定

Herring (1963)の再現を行うために,以下の方程式系(
1

σ

∂

∂τ
+ n2 + α2

)
ωn

α =
λα2

n2 + α2
θn

α, (3.2.15)(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn

α = ωn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(ωn+p
α + σ(n− p)ω|n−p|

α), (3.2.25)

(
∂

∂τ
+ n2

)
ψn =

πn

2

∞∑
p,α

ωp
α{θn+p

α + σ(p− n)θ|n−p|
α} (3.2.33)

をAdams-Bashforth法 *1 を用いて解く.ここで, αはある特定の値に定めて計算を
行うことにする.はじめに (3.2.25), (3.2.33)について,計算効率を上げるために以
下で述べるような式変形を行う. αは定数とするため以下では省略する.

(3.2.25), (3.2.33)にそれぞれ

βn = −πnψn (4.3.2)

を代入すると,(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn = ωn +

1

2

∞∑
p=1

βp(ωn+p + σ(n− p)ω|n−p|), (5.1.1)

(
∂

∂τ
+ n2

)
βn = −π

2n2

2

∞∑
p=1

ωp{θn+p + σ(p− n)θ|n−p|} (5.1.2)

*1 大関 (2006), 岩山 (2016)を参照した.
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となる.ここで 4.3節の*4より βnは cosnπzに依存する.このことから奇数モード
では βnが値を持たないことが分かる.したがって (5.1.1)において pを 2p, (5.1.2)
において nを 2nに置き換えることが可能である.置き換えを行うと,(

∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn = ωn +

1

2

∞∑
p=1

β2p(ωn+2p + σ(n− 2p)ω|n−2p|), (5.1.3)

(
∂

∂τ
+ 4n2

)
β2n = −2π2n2

∞∑
p=1

ωp{θ2n+p + σ(p− 2n)θ|2n−p|} (5.1.4)

が得られる.今回の実験では (3.2.25), (3.2.33)の代わりに (5.1.3), (5.1.4)を解くこ
とにする.

考えている系は,鉛直方向に幅1の間隔をあけた2枚の無限に広い平板間のBoussi-
nesq系である.基準状態の温度勾配 Γは-1であり,温度 T は下部平板 (z = 0)では
常に 0,上部平板では常に-1である.また,切断モードは n = 80である.境界条件と
して,水平方向には周期境界条件,鉛直方向には θ(z = 0, 1) = 0, ψ(z = 0, 1) = 0,
∂mw/∂zm = 0を与える.ここでmは偶数である.また,プラントル数は σ = 1で一
定とした.摂動の初期条件は適宜変更したため各々の図の説明において述べること
にする.

5.1.2 再現結果

(i) 熱輸送の時間変動

図 5.1はヌッセルト数 N *2 の時間変化である.赤色の実線で R = 4 × 103,緑
色の実線でR = 104,青色の実線でR = 105のときの値を示した.初期条件として
w1 = 1.0を与え,他には摂動を与えなかった.また,時間差分間隔 dtは dt = 10−5と
した.このような条件を与えたとき, N の定常状態での値はHerring (1963)の値と
概ね一致した.具体的な定常状態での値は, R = 4 × 103のときN ∼ 3.0, R = 104

のときN ∼ 5.2, R = 105のときN ∼ 13.8である.初期条件として与える摂動を小
さくすると定常状態に達するまでの時間が遅くなる傾向にある.

*2 ヌッセルト数とは鉛直方向への伝導による熱フラックスに対する総熱フラックスの比である.
従って対流が起こっていない場合のヌッセルト数は N = 1である.
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図 5.1: τ とN の関係.横軸に τ ,縦軸にN をとった.赤色の実線がR = 4× 103,緑
色の実線がR = 104,青色の実線がR = 105のときの値である.

(ii) w, θの鉛直分布

図 5.2, 5.5, 5.8, 5.11, 5.14, 5.17はw, θの鉛直分布である.初期条件として,全て
のモードについてwn = 1.0×10−2, θn = 1.0×10−2, βn = 1.0×10−2を与えた. R,α
の値についてはそれぞれ図のキャプションに記した. w, θは規格化を行っており,
規格化の値はHerring (1963)と同じ値を用いた.その値についても図のキャプショ
ンに記した. Herring (1963)と比較すると, wはHerring (1963)と一致する結果が
得られたが θは全ての図について約 4.5倍大きな値を得た.そこで図 5.1と同様の
初期値を与えたところ,やはり同じ結果を得た.

これらの図から分かるw, θの特徴は以下の通りである.全体として言えることと
して境界領域ではw, θともに 0であり,境界から遠ざかるにつれて急激に大きな値
となることが挙げられる.そして wについては領域の中央, θについては境界領域
から少し離れた位置で最大となる.そして,同じRを与えて αのみを変化させたと
き, αが大きくなるにつれてwが最大となるときの境界からの距離が小さくなるこ
とが分かる.また,図 5.2から図 5.11までは,それぞれのRについて熱輸送が最大と
なる αの値を与えているが,このときwはRが増加するにつれて小さく, θはRが
増加するにつれて大きくなることが分かる.
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(ii) T̄ , βの鉛直分布

図 5.3, 5.4, 5.6, 5.7, 5.9, 5.10, 5.12, 5.13, 5.15, 5.16, 5.18, 5.19は平均温度 T̄ , β
の鉛直分布である.初期条件として,全てのモードについて wn = 1.0 × 10−2, θn =

1.0×10−2, βn = 1.0×10−2を与えた. R,αの値についてはそれぞれ図のキャプショ
ンに記した. βは規格化を行っており,規格化の値は Herring (1963)と同じ値, す
なわちそれぞれのRにおけるヌッセルト数の最大値Nmaxを用いた.その値も図の
キャプションに記した. (3.1.21)より, T̄ と βは対応関係があることに注意する.こ
れらの図はHerring (1963)と一致する結果が得られた.

これらの図から分かる T̄ , βの特徴は以下の通りである. βはRが低いとき中央
領域でわずかに負となる.そして Rが大きくなるにつれて βが負である領域は境
界付近に集まり,中央領域ではわずかに正となる.それに伴い T̄ はRが大きくなる
につれて境界付近で変化が少なく,中央領域で急激な変化を起こす.しかし αが大
きい場合はその傾向は失われ,比較的境界に近い領域から温度勾配を持つことが分
かる.
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図 5.2: R = 4 × 103, α = 0.8のときの w, θと zの関係.赤色の実線は w,緑色の実
線は θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 4.22× 10−2w, θは 4.07θとなるよう
規格化を行った.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0

z

Tbar

図 5.3: R = 4 × 103, α = 0.8のときの平
均温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸
にとった.
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図 5.4: R = 4 × 103, α = 0.8のときの平
均温度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを
縦軸にとった. βはこのときのヌッセルト
数N = 3.92で規格化した.
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図 5.5: R = 104, α = 1.0のときのw, θと zの関係.赤色の実線はw,緑色の実線は
θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 2.05 × 10−2w, θは 5.16θとなるよう規格
化を行った.
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図 5.6: R = 104, α = 1.0のときの平均
温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸に
とった.
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図 5.7: R = 103, α = 1.0のときの平均温
度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを縦軸
にとった. β はこのときのヌッセルト数
N = 5.82で規格化した.
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図 5.8: R = 105, α = 1.5のときのw, θと zの関係.赤色の実線はw,緑色の実線は
θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 4.33 × 10−3w, θは 9.42θとなるよう規格
化を行った.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0

z

Tbar

図 5.9: R = 105, α = 1.5のときの平均
温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸に
とった.
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図 5.10: R = 105, α = 1.5のときの平均
温度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを縦
軸にとった. βはこのときのヌッセルト数
N = 13.82で規格化した.
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図 5.11: R = 106, α = 1.5のときのw, θと zの関係.赤色の実線はw,緑色の実線は
θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 8.98 × 10−4w, θは 19.4θとなるよう規格
化を行った.
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図 5.12: R = 106, α = 1.5のときの平均
温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸に
とった.
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図 5.13: R = 106, α = 1.5のときの平均
温度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを縦
軸にとった. βはこのときのヌッセルト数
N = 31.48で規格化した.

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)



卒業研究 Herring (1963)の再現結果 49

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 1.4

 1.6

 1.8

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

w,
 t

he
ta

z

w
theta

図 5.14: R = 106, α = 6.0のときのw, θと zの関係.赤色の実線はw,緑色の実線は
θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 3.22 × 10−3w, θは 8.57θとなるよう規格
化を行った.

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2  0

z

Tbar

図 5.15: R = 106, α = 6.0のときの平均
温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸に
とった.
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図 5.16: R = 106, α = 6.0のときの平均
温度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを縦
軸にとった. βはこのときのヌッセルト数
N = 22.3で規格化した.
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図 5.17: R = 106, α = 9.0のときのw, θと zの関係.赤色の実線はw,緑色の実線は
θを縦軸にとった.横軸は zである. wは 1.06 × 10−2w, θは 12.9θとなるよう規格
化を行った.
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図 5.18: R = 106, α = 9.0のときの平均
温度 T̄ と zの関係. T̄ を横軸, zを縦軸に
とった.
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図 5.19: R = 106, α = 9.0のときの平均
温度勾配 βと zの関係. zを横軸, βを縦
軸にとった. βはこのときのヌッセルト数
N = 5.40で規格化した.
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(iv) βnのモード変化

図 5.20はα = 1.5と定めたとき βnが持つ各モードでの値をそれぞれのRについ
て示したものである.この結果はHerring (1963)と概ね一致した.この図から,低い
モードにおいて βnが 2に近づくことが分かる.
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図 5.20: nと β̄nの関係.横軸は n, 縦軸は β̄nである.赤色の実線はR = 104,緑色の
実線はR = 105, 青色の実線はR = 106での値である.

(v) ヌッセルト数の最大値Nmax

図 5.21は αの関数としてのN の分布である.この図についても Herring (1963)
と概ね一致した.この図からヌッセルト数の最大値Nmaxが分かる. Rが大きくな
るにつれてNmaxとなる αの値が大きくなる傾向があることが分かる.また, Rが
大きくなるにつれてより大きな αでも対流による熱輸送が起こることも分かる.

NmaxとRの関係を図 5.22に示した. R = Rc (= 657.5), 4× 103, 104, 5× 105, 106

の場合についてプロットした.プロットした点はNmax = 0.31R
1
3 の関係に概ね一致

するが,臨界レイリー数Rc付近ではこの関係を満たさず, Nmaxがやや小さくなる
ことが分かる.
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図 5.21: αとN の関係.横軸は α, 縦軸はN である.赤色の実線はR = 4× 103,緑
色の実線はR = 104, 青色の実線はR = 105, 桃色の実線はR = 5× 105, 水色の実
線はR = 106での値である.

 0

 10

 20

 30

 0  20  40  60  80  100

N_
ma

x

R^(1/3)

図 5.22: RとNmaxの関係.横軸にR
1
3 ,縦軸にNmaxをとった.赤い点は計算結果,緑

色の実線はN = 0.31R
1
3 である.
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5.2 Boussinesq系の直接数値シミュレーション結果

5.2.1 状況設定

3.3節で導出した方程式系

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ,∇2Ψ) + σ∇4Ψ+Rσ

∂T

∂x
(3.3.19)

∂T

∂t
= J(Ψ, T )− ∂Ψ

∂x
+∇2T (3.3.20)

を解く.空間差分は中央差分を用いた格子点法,時間差分はAdams-Bashforth法,移
流項のヤコビアンはArakawa Jacobian *3 を用いた.

考えている系は鉛直 2次元であることを除いて 5.1節と同様である. x方向の長
さを 2, 4, 8と変化させた. t = 0で静止しているとする.格子点の解像度とタイムス
テップの大きさについてはそれぞれの図に記す.

5.2.2 シミュレーション結果

計算領域の水平長さ xが鉛直長さ zの 2, 4, 8倍であるときのヌッセルト数N の
時間変化を図 5.23, 5.24, 5.25に示した.そしてそれぞれの場合についてのRとNの
関係を図 5.26に示した.これらの図からまず,水平長さが鉛直長さの 2倍であるとき
図 5.22と同様のN ∼ R

1
3 という傾向を得た. Herring (1963)ではN ≃ 0.31R

1
3 であ

るのに対して直接数値シミュレーションではN ≃ 0.26R
1
3 となる.つまり, Herring

(1963)の計算よりも直接数値シミュレーションは小さなNを与える.これはHerring
(1963)が最大熱輸送を示したものであるのに対して本節の結果が必ずしも最大の
熱輸送を示したものではないことによるものであろう.したがってHerring (1963)
で消去された項は熱輸送のR依存性に対して大きな影響を持たないと考えられる.
一方水平長さが鉛直長さに対して 4, 8倍であるとき,高レイリー数R > 105におい
てN ∼ R

1
3 の関係から外れていることが分かる.これはHerring (1963)において水

平波数 αを一定としたことが熱輸送とレイリー数の関係を正しく示さない原因で
あると言えよう.

*3 Arakawa (1966),竹村 (2008)を参照した.
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図 5.23: x : z = 2 : 1での tとN の関係.横軸に t,縦軸にN をとった.赤色の実線
がR = 4 × 103,緑色の実線がR = 104,青色の実線がR = 105のときの値である.
R = 5× 105において解像度は 256× 128,タイムステップは dt = 10−6, R = 105に
おいて解像度は 128 × 64,タイムステップは dt = 10−6, それ以下のRにおいて解
像度は 64× 32,タイムステップは dt = 10−4である.
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図 5.24: x : z = 4 : 1での tとN の関係.横軸に t,縦軸にN をとった.赤色の実線
がR = 4 × 103,緑色の実線がR = 104,青色の実線がR = 105のときの値である.
R = 5× 105において解像度は 512× 128,タイムステップは dt = 10−6, R = 105に
おいて解像度は 256 × 64,タイムステップは dt = 10−6, それ以下のRにおいて解
像度は 128× 32,タイムステップは dt = 10−4である.
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図 5.25: x : z = 8 : 1での tとN の関係.横軸に t,縦軸にN をとった.赤色の実線
がR = 4 × 103,緑色の実線がR = 104,青色の実線がR = 105のときの値である.
R = 5 × 105において解像度は 1024 × 128,タイムステップは dt = 10−6, R = 105

において解像度は 512 × 64,タイムステップは dt = 10−6, それ以下のRにおいて
解像度は 256× 32,タイムステップは dt = 10−4である.
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図 5.26: x : z = 2 : 1, 4 : 1, 8 : 1でのRとNの関係.横軸にR
1
3 ,縦軸にNをとった.

赤色の丸印は x : z = 2 : 1のデータ,青色の四角印は x : z = 4 : 1のデータ,桃色の
三角印は x : z = 8 : 1のデータをつないだものである.緑色の実線はN = 0.26R

1
3

である.
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5.3 スケーリングから導かれるヌッセルト数とレイリー
数の関係式

これまで数値シミュレーションを用いてヌッセルト数とレイリー数の間にある
関係を調べてきた.この節ではそれらの関係が持つ物理的な意味について述べる.

5.3.1 N ∼ R
1
3の説明

Castaing et al. (1989)の議論を参考にして, Herring (1963)で数値的に示された
関係N ∼ R

1
3 を示す. (4.3.13)の右辺から,ヌッセルト数N は

N ∼ wT ′

κΓ
=

Hd

κ∆T
(5.3.1)

と書ける.ここで w, T ′は次元を持った量で, wT ′ ≡ H と置いた.また, ∆T は下部
平板の温度 Tbottomと上部平板の温度 Ttopの差 Tbottom − Ttopである.この式に

N ∼ Rχ (5.3.2)

とスケーリングした式を代入すると

H ∼ κ∆T

d
Rχ (5.3.3)

となる.

次に境界層について考える.境界層 (厚さ λ)では対流が起こっていないと考える
と,熱伝導状態においてN = 1であることから,境界層における下部平板からの熱
フラックスHは

H ∼ κ∆T

λ
(5.3.4)

となる.ここで (5.3.1)を用いた.この式を再び (5.3.1)に代入すると,

N ∼ d

λ
(5.3.5)

となり,熱輸送は平板の間隔と境界層との比となることが分かる.また,境界層と内
部領域の境界線を境に対流が発生すると考えるため,境界層におけるレイリー数Rbl

は臨界レイリー数Rcに等しい.従って (2.2.17)より

Rbl =
αg∆Tλ3

κν
=
λ3

d3
R ∼ Rc (5.3.6)
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と書ける.そしてRc ∼ Rであるため,

λ ∼ dR− 1
3 (5.3.7)

となる.よって (5.3.5)と (5.3.7)より

N ∼ R
1
3 (5.3.8)

が導かれた.

5.3.2 N ∼ R
2
7の説明

前節で示した内容に対し, Castaing et al. (1989)ではN ∼ R
2
7 の関係が満たさ

れることを主張している.そこでこの節では Castaing et al. (1989)で述べられて
いるスケーリングの方法について説明する.

まずスケーリング指数を以下のように定義する:

N ∼ Rχ, (5.3.2)
T ′
c

T ′ ∼ Rγ, (5.3.9)

ucd

ν
∼ Rϵ. (5.3.10)

ここで T ′
cは内部領域における温度摂動, ucは内部領域における速度摂動である.そ

して
H ∼ ucT

′
c (5.3.11)

という仮定を行う.また, ucは次元的には

uc ∼
√
αgT ′

cd (5.3.12)

である.

(5.3.9), (5.3.12)より,

uc
2 ∼ αgT ′

cd

∼ αgT ′dRγ (5.3.13)

となり,さらに (2.2.16)と (2.2.17), (5.3.10)を用いると

uc
2d2

κν
∼ R1+γ

⇐⇒ 1

κ
R2ϵ ∼ 1

ν
R1+γ

⇐⇒ σR2ϵ ∼ R1+γ (5.3.14)
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が得られる.ここでプラントル数 σは一定とすると,

2ϵ = 1 + γ (5.3.15)

の関係が得られた.一方 (5.3.3)を (5.3.9), (5.3.10), (5.3.11)を用いて変形すると,

ucT
′
c ∼

κT ′

d
Rχ

⇐⇒ ν

d
RϵT ′Rγ ∼ κT ′

d
Rχ

⇐⇒ σRϵ+γ ∼ Rχ (5.3.16)

となり, σを一定として (5.3.15)を用いると

γ =
2

3

(
χ− 1

2

)
(5.3.17)

の関係が得られた.

Castaing et al. (1989)の理論では,境界層と内部領域との中間に混合層を考える.
混合層では境界層から上昇する熱い流体が中央領域のぬるい流体と混ざりながら
whの速度で上昇する.このとき上昇する流体は粘性力と浮力がつりあった状態で
あり, (2.1.14)より

νwh

λ2
∼ αgT ′ (5.3.18)

という関係式が得られる.したがって混合層での速度摂動whは

wh ∼ αgT ′λ2

ν
(5.3.19)

である.さらに,内部領域においてもこの速度が維持されるとすると,

uc ∼
αgT ′λ2

ν
(5.3.20)

と書ける.

ここで, (2.2.16), (2.2.17), (5.3.2), (5.3.5)より

R1−2χ =
αgT ′d3

κν

λ2

d2

=
αgT ′λ2

ν

d

ν
σ (5.3.21)

と書けることから, (5.3.20)は (5.3.10)を用いて

Rϵ ∼ σR1−2χ (5.3.22)
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となる.そして σが一定であるとすると

ϵ = 1− 2χ (5.3.23)

の関係が得られる.

以上より, (5.3.15), (5.3.17), (5.3.23)からなる連立方程式を解くことで χ, γ, ϵの
値が求まり, χ = 2

7
,つまり

N ∼ R
2
7 (5.3.24)

が導かれた.

ただし Castaing et al. (1989)の議論では, 4 × 107 < R < 6 × 1012の範囲でこ
のスケーリング則が成り立つことを主張しているため,本研究で行った数値シミュ
レーションにおけるレイリー数の範囲とは異なることに注意する.
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第6章 結論

本研究では,レイリー・ベナール対流の数値シミュレーションを行い,レイリー数
とヌッセルト数の関係について調べた.シミュレーションにはレイリー・ベナール
対流を記述する完全な支配方程式系とHerring (1963)で使用された自己相互作用
的な摂動の項を無視した方程式系の 2種類の方程式系を用いて,それぞれの計算結
果からヌッセルト数とレイリー数の関係の比較を行った.また, Herring (1963)で
無視された項がレイリー・ベナール対流を記述する完全な支配方程式系において
どの項に対応するかについて考察した.

Herring (1963)に沿った数値シミュレーションの結果は,概ねHerring (1963)と
一致する結果が得られたが温度摂動 θについては全ての条件について約 4.5倍大き
な値を得た.そしてヌッセルト数の最大値Nmaxとレイリー数Rとの間に Herring
(1963)で述べられているNmax = 0.31R

1
3 という関係のあることが確認された.

また,完全な支配方程式系においてもヌッセルト数N とRの関係を調べた.その
結果Herring (1963)では考慮されていない流れの領域の縦横比を変化させたとき,
比が小さい場合はN ∼ R

1
3 の関係が維持されることが確認された.ただしこの場合

はNmaxを考えていないため,ヌッセルト数はHerring (1963)の結果と比較してや
や小さい値をとることが分かった.一方で比が大きいときにはN ∼ R

1
3 の関係が成

り立たないことが分かった.これはHerring (1963)では水平スケールを一定として
いたことに原因があると考えられる.
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付 録A Arakawa Jacobian 法

対流のシミュレーションを行う際に用いる数値計算のための技術の一つである
Arakawa Jacobian法についてまとめておく *1 . Arakawa Jacobian法とは,以下の
方程式系

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ,∇2Ψ) + σ∇4Ψ−Rσ

∂T

∂x
(3.3.19)

∂T

∂t
= J(Ψ, T )− ∂Ψ

∂x
+∇2T (3.3.20)

を差分を用いて数値的に解く際,以下で述べる形式に変形したヤコビアンを用いる
方法である.

(3.3.19)のヤコビアンについて考える. (3.3.7)を用いると,

J(Ψ,∇2Ψ) = J(Ψ, ζ) =
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x
(A.1)

と書けるが, 以下のように変形しても同値である:

J(Ψ, ζ) =
1

3

[
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

]
+

1

3

[
∂

∂x

(
Ψ
∂ζ

∂z

)
− ∂

∂z

(
Ψ
∂ζ

∂x

)]
+

1

3

[
∂

∂z

(
ζ
∂Ψ

∂x

)
− ∂

∂x

(
ζ
∂Ψ

∂z

)]
. (A.2)

上記のような形式のヤコビアンを用いて数値計算を行う手法をArakawa Jacobian
法と呼ぶ.

この方法を用いることが渦度方程式 (3.3.19)においてエンストロフィーQとエ
ネルギー E の保存に影響を及ぼさないことについて以下で確認する.考える状況
は, x方向が 0から 2, z方向が 0から 1の鉛直断面 Sであり, x方向の境界条件は周
期境界条件, z方向の境界条件は

ζ(z = 0, 1) = 0, Ψ(z = 0, 1) = 0 (A.3)
*1 Arakawa (1966), 竹村 (2008)を参照した.

170203-ikedaryo-Bthesis.tex 2017/03/22(池田 諒)



卒業研究 Arakawa Jacobian 法 63

である.このとき, QとEはそれぞれ

Q =

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

(
1

2
ζ2
)

(A.4)

E =

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
(
u2 + w2

)
(A.5)

と書ける.

まず, (3.3.19)において粘性項と浮力項を無視し移流項のみを考えた式

∂

∂t
(∇2Ψ) = J(Ψ, ζ) (A.6)

が確かにQとEの保存を導くことを確認する *2 . (A.6)の両辺に ζを掛けて Sに
ついて面積分を行うと,∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx ζ
∂ζ

∂t
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx ζ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
(A.7)

となる.それぞれの項について計算を行うと,まず左辺は∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx ζ
∂ζ

∂t
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂

∂t

(
1

2
ζ2
)

=
d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

(
1

2
ζ2
)

=
dQ

dt
(A.8)

となる.次に右辺は∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx ζ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{
∂Ψ

∂x

∂

∂z

(
1

2
ζ2
)
− ∂Ψ

∂z

∂

∂x

(
1

2
ζ2
)}

=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{
∂

∂z

(
1

2
ζ2
∂Ψ

∂x

)
− ∂

∂x

(
1

2
ζ2
∂Ψ

∂z

)}
=

∫ 2

0

[
1

2
ζ2
∂Ψ

∂x

]1
0

dx−
∫ 1

0

[
1

2
ζ2
∂Ψ

∂z

]2
0

dz

= 0 (A.9)

となる.最後の等式では境界条件を用いた.したがって

dQ

dt
= 0 (A.10)

となり (A.6)がQの保存を導くことが確認された.
*2 移流項はエンストロフィーやエネルギーの生成,消滅を引き起こさない.
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一方, (A.6)の両辺にΨを掛けて Sについて面積分を行うと,∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dxΨ
∂ζ

∂t
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dxΨ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
(A.11)

となる.それぞれの項について計算を行うと,まず左辺は∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dxΨ
∂ζ

∂t
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{
∂

∂t
(Ψζ)− ζ

∂Ψ

∂t

}
=

d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ)−
∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂Ψ

∂t

(
∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂z2

)
=

d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ)

−
∫ 1

0

[
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂x

]2
0

dz +

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂

∂x

(
∂Ψ

∂t

)
∂Ψ

∂x

−
∫ 2

0

[
∂Ψ

∂t

∂Ψ

∂z

]1
0

dx+

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂

∂z

(
∂Ψ

∂t

)
∂Ψ

∂z
(A.12)

となる.ここで境界条件より (A.12)の右辺第 2, 4項はゼロとなることを用いてさ
らに計算すると,

(A.12) =
d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ)

+

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂

∂t

(
∂Ψ

∂x

)
∂Ψ

∂x
+

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
∂

∂t

(
∂Ψ

∂z

)
∂Ψ

∂z

=
d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ) +
1

2

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{(
∂Ψ

∂x

)2

+

(
∂Ψ

∂z

)2
}

=
d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ) +
1

2

d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (w2 + u2)

=
d

dt

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx (Ψζ) +
1

2

dE

dt
(A.13)
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となる.ここで, Eの定義 (A.5)より

E =

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx
(
u2 + w2

)
(A.5)

=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{(
∂Ψ

∂x

)2

+

(
∂Ψ

∂z

)2
}

=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{
∂

∂x

(
Ψ
∂Ψ

∂x

)
−Ψ

∂2Ψ

∂x2
+

∂

∂z

(
Ψ
∂Ψ

∂z

)
−Ψ

∂2Ψ

∂z2

}
=

∫ 1

0

[
Ψ
∂Ψ

∂x

]2
0

dz −
∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

(
Ψ
∂2Ψ

∂x2

)
+

∫ 2

0

[
Ψ
∂Ψ

∂z

]1
0

dx−
∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

(
Ψ
∂2Ψ

∂z2

)
= −

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{(
Ψ
∂2Ψ

∂x2

)
+

(
Ψ
∂2Ψ

∂z2

)}
= −

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx(Ψ∇2Ψ)

= −
∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx(Ψζ) (A.14)

と書けることを用いると, (A.13)は

(A.13) = −dE

dt
+

1

2

dE

dt
= −1

2

dE

dt
(A.15)

となり, (A.11)の左辺が計算された.次に (A.11)の右辺を計算すると,∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dxΨ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

{
∂

∂x

(
1

2
Ψ2

)
∂ζ

∂z
− ∂

∂z

(
1

2
Ψ2

)
∂ζ

∂x

}
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

[
∂

∂x

(
1

2
Ψ2

)
∂ζ

∂z
+ ζ

∂2

∂x∂z

(
1

2
Ψ2

)
− ζ

∂2

∂x∂z

(
1

2
Ψ2

)
− ∂

∂z

(
1

2
Ψ2

)
∂ζ

∂x

]
=

∫ 1

0

dz

∫ 2

0

dx

[
∂

∂z

{
ζ
∂

∂x

(
1

2
Ψ2

)}
− ∂

∂x

{
ζ
∂

∂z

(
1

2
Ψ2

)}]
=

∫ 2

0

[
ζ
∂

∂x

(
1

2
Ψ2

)]1
0

dx−
∫ 1

0

[
ζ
∂

∂z

(
1

2
Ψ2

)]2
0

dz

= 0 (A.16)

となる.最後の等式では境界条件を用いた.したがって

− 1

2

dE

dt
= 0 (A.17)
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となり (A.6)がEの保存を導くことが確認された.

次に (A.6)を差分化した式が確かにQとEの保存を導くことを確認する.ここで
行う差分化は, x方向を幅∆x, z方向を幅∆zの微小領域に分割した場合の中央差
分を用い,それぞれの格子点の座標を (i,j)で表現することにする.

はじめにArakawa Jacobian法を用いずに差分化した場合を考える.このとき (A.1)
は

∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

=
Ψi+1,j −Ψi−1,j

2∆x

ζi,j+1 − ζi,j−1

2∆z
− Ψi,j+1 −Ψi,j−1

2∆z

ζi+1,j − ζi−1,j

2∆x

≡ J1
i,j (A.18)

と差分化できる.これを用いた (A.7)の右辺の表現は∫
dz

∫
dx ζ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
=
∑
i,j

ζi,jJ
1
i,j

=
1

4∆x∆z

∑
i,j

ζi,j{(Ψi+1,j −Ψi−1,j)(ζi,j+1 − ζi,j−1)− (Ψi,j+1 −Ψi,j−1)(ζi+1,j − ζi−1,j)}

=
1

4∆x∆z

∑
i,j

ζi,j{Ψi+1,jζi,j+1 −Ψi+1,jζi,j−1 −Ψi−1,jζi,j+1 +Ψi−1,jζi,j−1

−Ψi,j+1ζi+1,j +Ψi,j+1ζi−1,j +Ψi,j−1ζi+1,j −Ψi,j−1ζi−1,j} (A.19)

である.この式は 0でないある値となるため, (A.7), (A.8)より
dQ

dt
̸= 0 (A.20)

となり,エンストロフィーが保存されないことが分かる.つまり (A.18)は正しい差
分近似でないことが分かる.

次にArakawa Jacobian法を用いて (A.2)のように差分化した場合を考える. (A.2)
の右辺第 2項を差分で表現すると

∂

∂x

(
Ψ
∂ζ

∂z

)
− ∂

∂z

(
Ψ
∂ζ

∂x

)
=

(
Ψi+1,j

ζi+1,j+1 − ζi+1,j−1

2∆z
−Ψi−1,j

ζi−1,j+1 − ζi−1,j−1

2∆z

)
/2∆x

−
(
Ψi,j+1

ζi+1,j+1 − ζi−1,j+1

2∆x
−Ψi,j−1

ζi+1,j−1 − ζi−1,j−1

2∆x

)
/2∆z

≡ J2
i,j (A.21)
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となる.同様に (A.2)の右辺第 3項を差分で表現すると

∂

∂z

(
ζ
∂Ψ

∂x

)
− ∂

∂x

(
ζ
∂Ψ

∂z

)
=

(
ζi,j+1

Ψi+1,j+1 −Ψi−1,j+1

2∆x
− ζi,j−1

Ψi+1,j−1 −Ψi−1,j−1

2∆x

)
/2∆z

−
(
ζi+1,j

Ψi+1,j+1 −Ψi+1,j−1

2∆z
− ζi−1,j

Ψi−1,j+1 −Ψi−1,j−1

2∆z

)
/2∆x

≡ J3
i,j (A.22)

となる.したがって (A.18), (A.21), (A.22)を用いて (A.2)は

J(Ψ, ζ) =
1

3

(
J1
i,j + J2

i,j + J3
i,j

)
(A.23)

と書ける.これを用いた (A.7)の右辺の表現は∫
dz

∫
dx ζ

(
∂Ψ

∂x

∂ζ

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂ζ

∂x

)
=

1

3

∑
i,j

ζi,j
(
J1
i,j + J2

i,j + J3
i,j

)
=

1

12∆x∆z

∑
i,j

ζi,j{(Ψi+1,j −Ψi−1,j)(ζi,j+1 − ζi,j−1)− (Ψi,j+1 −Ψi,j−1)(ζi+1,j − ζi−1,j)

+ Ψi+1,j(ζi+1,j+1 − ζi+1,j−1)−Ψi−1,j(ζi−1,j+1 − ζi−1,j−1)

−Ψi,j+1(ζi+1,j+1 − ζi−1,j+1) + Ψi,j−1(ζi+1,j−1 − ζi−1,j−1)

+ ζi,j+1(Ψi+1,j+1 −Ψi−1,j+1)− ζi,j−1(Ψi+1,j−1 −Ψi−1,j−1)

− ζi+1,j(Ψi+1,j+1 −Ψi+1,j−1) + ζi−1,j(Ψi−1,j+1 −Ψi−1,j−1)} (A.24)
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である.この式を整理すると.

(A.24) =
1

12∆x∆z

∑
i,j

ζi,j{(Ψi+1,jζi,j+1 −Ψi+1,j−1ζi,j−1)

− (Ψi+1,jζi,j−1 −Ψi+1,j+1ζi,j+1)

− (Ψi−1,jζi,j+1 −Ψi−1,j−1ζi,j−1)

+ (Ψi−1,jζi,j−1 −Ψi−1,j+1ζi,j+1)

− (Ψi,j+1ζi+1,j −Ψi−1,j+1ζi−1,j)

+ (Ψi,j+1ζi−1,j −Ψi+1,j+1ζi+1,j)

+ (Ψi,j−1ζi+1,j −Ψi−1,j−1ζi−1,j)

− (Ψi,j−1ζi−1,j −Ψi+1,j−1ζi+1,j)

+ (Ψi+1,jζi+1,j+1 −Ψi,j−1ζi−1,j−1)

− (Ψi+1,jζi+1,j−1 −Ψi,j+1ζi−1,j+1)

− (Ψi−1,jζi−1,j+1 −Ψi,j−1ζi+1,j−1)

+ (Ψi−1,jζi−1,j−1 −Ψi,j+1ζi+1,j+1)} (A.25)

となる.括弧で 2項ずつにまとめたが,これは各格子点について和をとると打ち消
し合う項である.例えば (A.25)の 1つめの括弧についてみると,ある格子点 (i, j)で
の括弧内第 1項の値は

ζi,jΨi+1,jζi,j+1 (A.26)

であり,またある格子点 (i, j + 1)での括弧内第 2項の値は

ζi,j+1Ψi+1,jζi,j (A.27)

であり,打ち消し合うことが分かる.和をとった際に境界の格子点についての項が
残るが,これらの項は境界条件より 0となる.したがって (A.25)の 1つめの括弧は
jについて和をとったときに打ち消し合い 0となることが分かった.他の括弧内の
2項についても同様に打ち消し合い,したがって (A.7), (A.8), (A.24), (A.25)より

dQ

dt
= 0 (A.28)

となる.以上よりArakawa Jacobian法を用いて差分化を行ったときエンストロフ
ィーの保存が導かれることが分かった.

ここで, エンストロフィーの保存は J1
i,jと J3

i,jの和をとることで導くことができ,
一方 J2

i,jのみを用いて導くこともできることに注意する.このことからヤコビアン
を 3つに分割する必要がないように思われるが,同様の計算を行いエネルギーの保
存も導くことでその必要性が確認される.エネルギーの保存は J1

i,jと J2
i,jの和,また
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は J3
i,jのみを用いて導くことができる.したがってエンストロフィーとエネルギー

の両方を保存させるためには (A.23)のように差分化を行うことが必要である.

ここまで渦度方程式 (3.3.19)についてArakawa jacobian法を用いることが適切
であることについて述べてきたが,エネルギー方程式 (3.3.20)についても同様であ
ることについて述べておく.渦度方程式と同様に移流項のみを考えると,渦度方程
式におけるエンストロフィー,エネルギーに対応するある物理量の保存式∫

dz

∫
dxT

(
∂Ψ

∂x

∂T

∂z
− ∂Ψ

∂z

∂T

∂x

)
= 0 (A.29)∫

dz

∫
dxΨ

(
∂T

∂x

∂Ψ

∂z
− ∂T

∂z

∂Ψ

∂x

)
= 0 (A.30)

が成り立つことを確認する必要がある.これは渦度方程式の場合から ζと T を置き
換えることで確認できるため計算は省略する.
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付 録B 臨界レイリー数の導出

熱伝導状態の系に微小な摂動を与えたとき対流が発生するための条件を導く.つ
まり臨界レイリー数の導出を行う *1 .まずHerring(1963)の (13), (14)式(

1

σ

∂

∂τ
+ n2 + α2

)
ωn

α =
λα2

n2 + α2
θn

α,　 (13)(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
θn

α = ωn
α − π

2

∞∑
p=1

pψp(ωn+p
α + σ(n− p)ω|n−p|

α) (14)

から θn
αを消去し, ωn

αについて解く.ここで,微小な摂動を考えるため (14)の非線
形項 (右辺第 2項)は無視することにする. θnαを消去すると,(

1

σ

∂

∂τ
+ n2 + α2

)(
∂

∂τ
+ n2 + α2

)
n2 + α2

λα2
ωn

α = ωn
α (B.1)

と書ける.ここで ωn
α = Ae−iΛτ とおいて (8.1)に代入する.ただしAは任意の定数,

Λは複素数である.代入して整理した結果以下の式が得られる:(
− iΛ
σ

+ n2 + α2

)(
−iΛ + n2 + α2

)
(n2 + α2)Ae−iΛτ = λα2Ae−iΛτ . (B.2)

次にこの式の両辺をAe−iΛτ で割り,さらに
(
iΛ∗

σ
+ n2 + α2

)
を掛ける.ここでΛ∗は

Λの複素共役である.計算の結果[
(n2 + α2)2 + (n2 + α2)

(
iΛ∗

σ
− iΛ

σ

)
+

|Λ|2

σ2

] (
−iΛ + n2 + α2

)
(n2 + α2)

= λα2

(
n2 + α2 +

iΛ∗

σ

)
(B.3)

が得られる.ここでΛの実部をΛR, 虚部をΛI とおいてさらに計算すると *2 ,[
(n2 + α2)2 + (n2 + α2)

2ΛI

σ
+

ΛR
2 + ΛI

2

σ2

] (
−iΛR + ΛI + n2 + α2

)
(n2 + α2)

= λα2

(
n2 + α2 +

iΛR + ΛI

σ

)
(B.4)

*1 地球環境を学ぶための流体力学 (2001)を参照した.
*2 Λ = ΛR + iΛI , Λ∗ = ΛR − iΛI と書ける.
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と書ける.この式の虚部を取り出すと,[
(n2 + α2)2 + (n2 + α2)

2ΛI

σ
+

ΛR
2 + ΛI

2

σ2

]
(n2 + α2)(−iΛR) = λα2 iΛR

σ
(B.5)

となり,整理すると

ΛR

[{
(n2 + α2)2 + (n2 + α2)

2ΛI

σ
+

ΛR
2 + ΛI

2

σ2

}
(n2 + α2) +

λα2

σ

]
= 0

⇐⇒ ΛR

[{(
(n2 + α2) +

ΛI

σ

)2

+
ΛR

2

σ2

}
(n2 + α2) +

λα2

σ

]
= 0 (B.6)

となる.この式の左辺についてみると,大括弧の中はすべて正定値となっているこ
とが分かる *3 .したがってこの等式が成り立つためにはΛR = 0である必要がある.
ωn

α = Ae−iΛτ と仮定していたため, ωn
α = Bei(kx+ly−ωt)のような式と比較するこ

とでΛR = 0の場合 ωn
αには進行する解が存在しないことが分かる.

次にΛIについて考える. ΛI = 0の場合とΛI ̸= 0の場合が考えられ,まずΛI ̸= 0

の場合ωn
αは成長する解または減衰する解となる.この解は任意の初期条件を与え

ることで成長する解となる.一方 ΛI = 0の場合, ωn
αは定数となる.ここでは境界

安定性の問題を考えるため, ΛI = 0の場合を考えることにする.

以上よりΛ = 0である.これを (B.2)に用いると,

(n2 + α2)3 = λα2 (B.7)

が得られる.そして (3.2.12)より λ = R/π4を用いると

(n2 + α2)3

α2
=
R

π4
(B.8)

となる.そして n = 1のモードを考えることにすると,

π4(1 + α2)3

α2
= R (B.9)

となる.このRが臨界レイリー数である. Rがこの値より小さい場合,対流は支持
されない.

(B.9)をグラフに描くと図 8.1のようになる. dR
dα

= 0となるときレイリー数は最
小となり,そのときのレイリー数を臨界レイリー数Rcと呼ぶ.計算すると α = 1√

2

のときRc ∼ 657.5となる.

*3 σ, λは正の値のみをとる.
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図 B.1: Rと αの関係.横軸に α,縦軸に Rをとった.緑色の実線は R = 657.5を
表す.
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